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野坂 武史 (東京工業大学 理学院数学系)

概 要

2018年度の第１クウォーターの授業のメモである。
この授業で必要な知識として, 位相空間・多様体・ホモロジー理論・線形代数・単因子論を仮定する.
この講義ではアレクサンダー多項式とその周辺の話を概説する.

1 概要

アレクサンダー多項式とは, 非零な 1次ホモロジーH1(X;Q) ̸= 0 1となる CW複体X に
対する多項式不変量である. その歴史は長く, 色々な研究があり, 応用や関連事項も多い. 低
次元多様体の研究者にとって必須事項といえよう. 「結び目」や「アレクサンダー多項式」
というと、簡単な印象を持つ. が実際は, 完全にフォローしようとすると位相空間・多様体
論の基本や細かいチェックや証明が要され, 簡単ではない. 理解するとなると本や論文を数本
を読む必要がある.

そこで, 本講義では, アレクサンダー多項式について速成的な入門を私なりに試みた. 優れ
た本 [Adams, CF, Lic, 村杉, 鈴木, Rol]や概論 [Gor, 北合森, Kaw]も多くあるのだが, 例や脇
道も多く, 著者の趣向によったり, 冗長になりがちで, 本も薄くはない (実際, 結び目論は細
かい照明が要される). であるので, 細かい証明などは参考文献に投げ出すことにし, 要点を
まとめるようにした. 文献などをたどって, 自分で読んで勉強できるようになれば, この講義
は成功と思われる.

本論に入る前に, アレクサンダー多項式を考える理由を, 大雑把ながら４点羅列しておく.

• まず単体ホモロジーだけでは (3次元以上の)多様体の分類や性質を取り出せない. 実際,

(コ)ホモロジーが同じ多様体は山の様にある (例えば, 手術理論を使うなど). それらを
分類する基本的な道具になる.

• 3次元トポロジーでは, 基本群が大事である. その中, アレクサンダー多項式は基本群か
ら抽出された, シンプルかつ基本的量である.

• またベッチ数が非零な多様体では, アレクサンダー多項式はよく現れ, 等価な不変量が
多かったりする. 実際, 多くの研究手法がある.

• 局所系のアレクサンダー多項式のひな型や, Blanchfieldペアリングの基礎である.

本講義では, これらを（断片的ながらも）紹介する.

2 被覆空間からのアレクサンダー多項式の導入.

本節の目的は, 初学者向け, かつ一般的な設定で, アレクサンダー多項式を導入したい.

1H1(X;Q) が 0 になる場合は, また別の多くの手法がある. 3 次元であれば, 量子不変量やヒーガードフレアホモロジーなどで, 条件
H1(X;Q) = 0 が本質的に障害になる.
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2.1 ローラン多項式環の再考.

この節では, 有理係数上のローラン多項式環を考察してみる. つまり,

Q[t±1] :=
{ n∑

k=−m

akt
k | ak ∈ Q, ∃m,n ∈ N

}
.

ここには自然に和と積構造が入り、可換環になる.

Zの作用から見てみよう. ここで作用を, s ∈ Zに対し,
∑n

k=−m akt
k · s :=

∑n
k=−m akt

k+sで
定める. この作用は次の様にも見れる: Q[t±1]を基底 {tn}n∈Zとするベクトル空間

· · · ⊕Q⟨t−2⟩ ⊕Q⟨t−1⟩ ⊕Q⟨t0⟩ ⊕Q⟨t⟩ ⊕Q⟨t2⟩ ⊕ · · · (Q-ベクトル空間として)

と見做すと, 当該の作用は, 基底を単にスライドさせたものと見做せる. (この事より, Q[t±1]-

加群とは, Qベクトル空間で Zの作用されているものと見做せる).

さて次に, 任意の n-次多項式 f =
∑n

k=0 akt
k ∈ Q[t]に対し, 商環Q[t±1]/(f)を考えてみよ

う (但し an ̸= 0, a0 ̸= 0とする). ベクトル空間としては n次元であり, 基底は 1, t, t2, . . . , tn−1

である. 2 上の作用は, 商環Q[t±1]/(f)にも誘導される. すると, この作用の基底の変化を見
てみよう. まず n− 2個までは,

1 7−→ t, t 7−→ t2, . . . , tn−2 7−→ tn−1,

となる. だが, 最後の基底 tn−1は

tn−1 7−→ tn ≡ −(a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1)/an

となる. イデアル (f)は最後の基底の行先を表すものと見做せる 3.

この考察に乗じて, 逆に n次元空間 V に Zが作用した状況を考えよう (上記より, これは
Q[t±1]-加群である). V の非零な元 v0をとって, nに対し, v0 · sを tsと書こう. ここで,「V は
1, t, . . . , tn−1を基底に持つ」と仮定しよう. すると, tn−1 の行先は, ある a0, . . . , an−1があっ
て, tn−1 · 1 = −a0− a1t− · · · − an−1t

n−1と書ける. なので, f = a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1 + tn

と置くと, V はQ[t±1]/(f)と加群として同型であることが解る.

ここで途中で仮定をしたが,あまり本質的でない. 実際,次の操作をすればよい. 部分Q[t±1]

加群W1 = 1 · Q⟨ti⟩i∈Z ⊂ V を置くと, 上記の考察より, ある f1があって, W1
∼= Q[t]/(f1)と

なる. 次に, 商ベクトル空間 V/W1に対し同様にすると, W2 = Q[t]/(f2)という部分空間をと
りだせる. この作業を繰り返せば, 次のようになる:

V ∼= W1 ⊕ · · · ⊕Wm
∼= Q[t]/(f1)⊕ · · · ⊕Q[t]/(fm)

以上をまとめると, 次の定理で書ける：

定理 2.1 (単因子論の一部). V を有限次元ベクトル空間とし, Zの作用を持つとする. V は
Q[t±1]加群と見做せる. さらにある非零な多項式 f1, . . . , fmがあり 4, 次のQ[t±1]加群同型が
存在する.

V ∼= Q[t]/(f1)⊕Q[t]/(f2)⊕ · · · ⊕Q[t]/(fm). (1)
2Q[t±1] はＰＩＤ (単項イデアル整域) にもなる (なぜか？).
3単因子論の言葉で言えば, 「体上の正方行列は, (良い基底返還をすれば) コンパニオン行列の直和になるという意味である. 」
4但し, fk の取り方は, a ∈ Q と t±1 倍の取り方の差が出る (何故か？ヒント (Q[t±1])× = {atn}a∈Q,n∈Z.)
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要するに, Z作用付き空間 V を特定したいときは, 多項式 f1, . . . , fmが解ってしまえばよい
事になる.

次節では, この話をトポロジーに当てはめてみよう.

2.2 巡回被覆空間のおさらい

Mを連結でコンパクトな多様体 (境界はあってもよい)とする. この小節の目的は、全射準
同型 α : π1(M)→ Zがあったときに, それに付随した被覆 M̃ →M が作る事である.

ここで出てきた単語 π1(M)と「被覆」を即席的に復習する. ∗ ∈M を勝手に取り,

π1(M) := { f : S1 →M | f は連続, f(0) = ∗ }/“ホモトピー同値”.

という集合を考え, そこに自然な群構造が入るのだった. するとたいがいの本や授業では,

「(正則)被覆」(例えば [服部, 加藤]参照)というものを定義し, 次の対応があることを習うだ
ろう.

定理 2.2. 正則な被覆 p : M̃ → M に対し, (正規)部分群 p∗(π1(M̃)) ⊂ π1(M)を考える事で
次の一対一対応が得られる:

{正則な被覆M̃ →M}/同型類←−→ {N ⊂ π1(M) | N は正規部分群.}.

この対応は, 確かに綺麗である. しかし, この逆写像は意外に抽象的で, 被覆空間が解らな
い場合が多々ある. そこで本講義では, 一般的なこの定理を説明しない. 簡単そうな全射準同
型 α : π1(M)→ Zのとき, そのKer(α)に付随する正則被覆についてのみ, 紹介する.

まず次の命題に注意する.

命題 2.3. Y を CW複体とし, [Y, S1]を連続写像 K → S1 全体のホモトピー類の集合と
する (ここには S1 = R/Zよりアーベル群構造が入る). [ϕ] ∈ [Y, S1]に対し, その誘導射
γ(ϕ) : π1(Y )→ π1(S

1) ∼= Zをおく. この対応 γを次の加群同型を誘導する:

γ : [Y, S1] −→ Hom(π1(Y ),Z)5.

Proof. 方針だけ述べる. それは逆写像の構成する事による. Y に三角形分割を与えて, Ykを
k-スケルトンとする. すると, f : π1(Y ) → Zより, 連続写像 f̂ : Y1 → S1が作れる. しかし
πk(S

1) ∼= 0 (k > 1)より, f̂ は Y の 2-skeletonに写像が伸びる. 同様に全てのスケルトンにの
び, Y → S1が構成できる. 構成から, up to ホモトピーで一意である事が (一般には障碍理
論により)解るので, 逆方向の写像が構成で来た. 全単射性は構成よりほぼ明らかであろう.

[河内, 命題 6.2.5]に初等的で詳細な証明がある.

この命題より, αは連続写像 α :M −→ S1で代表される.

次に, 被覆空間たるものを構成する. exp:R −→ S1を y 7→ exp(2π
√
−1y)で用意する. そこ

で, 次のX × Rの部分空間 (引き戻し)

M̃ := {(x, y) ∈ X × R | α(x) = exp(y) }.

を考えよう. そして p(x, y) = x, α̃(x, y) = yと置けば, 次の可換図式を得る.

5普遍係数定理より, Hom(π1(M),Z) ∼= H1(M ;Z) である. よって簡単に計算できる.
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M̃
α̃ //

被覆

��

R

射影
��

M
α̂ // S1

−−−−→

−−−−→

↓ ↓

図 1: S1 値による被覆空間. 右図はその模式図

ここで M̃ 上の同相写像 t : M̃ → M̃ を t(x, y) = (x, y + 1)で定義する. するとこの M̃ は巡
回 (無限)被覆空間と呼ばれるものになる.

命題 2.4. p : M̃ → M は {tn}n∈Zを被覆変換全体とする, 被覆写像である. つまり, ∀x ∈ X
に対し, 開近傍O ⊂ Y と, M̃ の開集合 Õは次の条件 (1)(2)を満たすものが存在する:

(1) すべての nに対し, ptn = pかつ p|tnÕ : tnÕ → Oは同相写像である.

(2) p−1(O) = ⊔n∈ZtnÕ. つまり Õ, t±1Õ, t±2Õ · · · の分離和.

Proof. ptn = pは定義より解る. x ∈ M に対し, α(x) ∈ V ⊊ S1となる連結開集合をとると,

p−1(V ) = ⊔n∈ZtnṼ となる開区間 Ṽ ⊂ Rがある. 制限写像 exp|Ṽ : Ṽ → V は同相写像である
ので, O = α−1(V ), Õ = α̃−1(Ṽ ),とおけば, 欲しい条件 (1)(2)を満たすことが解る.

注意 2.5. αの取り方は, ホモトピーに依っていたが, しかし M̃ は同相を除いて一意である.

証明は被覆空間の一意性から解る ([河内, p.177]に詳細の証明あり).

なお, M̃ が連結な多様体である事は, αの全射性とホモトピー長完全列から解る.

2.3 巡回被覆の有理ホモロジー

M̃ には被覆変換群 Z = {tn}n∈Zが (胞体的に)作用する. なので, その作用は有理ホモロ
ジー群H∗(M̃ ;Q)の作用に誘導される. 要はQ[t±1]加群と見做せる. するとアレクサンダー
多項式は以下の様に簡単に定義される.

定義 2.6 (有理係数版の定義). V をHk(M̃ ;Q)とおいて, Q[t±1]加群と見做し, (1)の様に分
解する. 積 f1 · · · fmを (αの k次)アレクサンダー多項式とよぶ. ∆k(t)と書く (k = 1のとき
は, kを抜く場合が多い)

整ホモロジーHk(M̃ ;Z)(を Z[t±]加群と見做した時, )をアレクサンダー加群とよぶ.

注意 2.7. 定義はシンプルだったが, この定義だと, アレクサンダー多項式はQ倍と t±1倍の
分だけ, とり方の差が出る (実際, 単項イデアル (fi)の fiの取り方に, そういう差が出るから).

しかし, 多項式を一意に定める方法があり, これは後の節 6で述べる.

また f1 · · · fm ̸= 0と非零になる必要十分条件は, Hk(M̃ ;Q)がQ上有限次元である事に気
づこう. であるので有限次元性が気になる. まず有限次元の必要条件を取り扱おう:

命題 2.8 ( もっと一般化は [河内, 命題 6.2.8]). もし H∗(M̃ ;Q)は有限次元であるなら, M の
オイラー標数 χ(M)はゼロである.

少し後で, 証明を与える. その前に, 例を挙げておこう.
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演習 2.9. 次を示せ: •M = S1×Snのとき, M̃ = R×Snで,よって, Hn(M̃ ;Q) ∼= Q[t]/(t−1)
であり, 有限次元.

• Mがクラインの壺とする. H1(M ;Z) ∼= Z⊕Z/2である. また M̃ は S1にホモトピー同値
で, H0(M̃ ;Q) ∼= Q[t]/(t− 1)でありH1(M̃ ;Q) ∼= Q[t]/(t+ 1)であり, 有限次元.

例 2.10. n ≥ 2で, M が一点和 S1 ∨ Snとホモトピー同値とする. すると M̃ は無限個の Sn

の一点和になる (図 2参照) ので, H∗(M̃ ;Q)はQ[t±1]に同型で, 特に無限次元である.

また同様に, M が一点和 S1 ∨ S2n−1 ∨ S2nにホモトピー同値であるとき, H∗(M̃ ;Q)は無限
次元である (χ(M) = 0にも注意).

· · ·· · ·
· · ·· · ·

−−−−→
被覆

図 2: 無限個の Sn の一点和と, ブーケ S1 ∨ Sn

この様に, いつも有限次元性は満たさないが, そうなる状況は幾らかある:

例 2.11. 滑らかな写像 f : M → S1があって fiberedとする. つまり次元 dim(M)− 1の多
様体W と, 微分同相 f : W → W があって,

M = (W × [0, 1])/{(x, 0) ∼ (f(x), 1)}x∈W

とかける時を言う 6. そして誘導射 f∗ : π1(W ) → π1(S
1) ∼= Zを αと置く. この時, M̃ は

W × Rに微分同相である. W はコンパクトより, H∗(M̃ ;Q)は有限次元である.

なお dim(M) = 3とすると, W は向付き曲面Σg,rという形なので, 整ホモロジーH1(W ;Z)
は Z2g+r−1となる.

演習 2.12. f∗ : Hk(W ;Q) → Hk(W ;Q)の行列表示をAとおくと, Alexander多項式が行列
式Det(tA− IrkHk(W ;Q))と一致する事を示せ (Hint: 単因子論でのコンパニオン行列).

命題 2.13. ホモロジー群H∗(M ;Q)がH∗(S
1;Q)と同型であるとする 7. この時, H∗(M̃ ;Q)

は有限次元である.

Proof. M̃ のセル複体を 1 = tで同一視すれば, M のセル複体である. よって短完全列

0→ Ccell
∗ (M̃ ;Q)

1−t∗−→ Ccell
∗ (M̃ ;Q) −→ Ccell

∗ (M ;Q) −→ 0 (exact)

を得る. だから長完全系列

· · · → Hcell
n+1(M ;Q) −→ Hcell

n (M̃ ;Q)
1−t∗−→ Hcell

n (M̃ ;Q) −→ Hcell
n (M ;Q)→ · · · (2)

を得る (これはWang完全列の特殊版). ここで n > 1に対しては, 仮定より, 1 − t∗が同型
となる. もしここでHcell

n (M̃)が有限次元でないとすると, Q[t±1]を含むのだが, Q[t±1]上で
1− t倍は同型でないので矛盾である. よって, n > 1でHcell

n (M̃)が有限次元である.

他方で, 残りの場合の n = 1, 0であるが,

0→ H1(M̃ ;Q)
1−t∗−→ H1(M̃ ;Q) −→ H1(M ;Q)→ H0(M̃ ;Q)

1−t∗−→ H0(M̃ ;Q) −→ H0(M ;Q)→ 0
6もしくわ次の様にも言える. f が沈め込みであれば, ∀x ∈ S1 に対し, 微分同相 f−1(x) が W に同相である.
7例えば, 埋込 K : Sn−2 → Sn に対し, M = Sn \ Im(K) と置けば, “Alexander 双対定理”より H∗(M ;Z) が H∗(S1;Z) である
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を考えよう. 仮定より, 最後の 4項はQである. よって, 左側の 1− t∗は同型である. よって
前段落と同じ議論をすれば, n ≤ 1でHcell

n (M̃ ;Q)が有限次元でなければならない.

命題 2.8の証明. もしH∗(M̃ ;Q)全てが有限次元とする. すると, (2)から χ(M̃) = χ(M̃) +

χ(M) より χ(M) = 0である.

有限次元性を言及したが, Alexander多項式をどう計算すべきだろうか？

3 巡回被覆空間と, 分岐被覆空間.

今迄は無限巡回被覆を考えてきたが, トポロジーでは有限被覆を考える事が多い. この小
節ではそのホモロジーを言及しておこう. §2.2で M̃ ⊂M ×Rを定義した. そこでm ∈ Nに
対して, M̃ に (x, y) ∼ (x, y +m)という関係式を入れた空間をm次巡回被覆空間といい, こ
こでは M̃mと書こう.

また仮定として, 境界 ∂M が和 ⊔sS1 × Sn−2に同相で, M̃mの境界もそうであるとする (例
えば結び目補空間M = S3 \Kがある). このとき, M̃mの境界に⊔sS1 ×Dn−1を自然に貼り
つけたものを, m次 (巡回)分岐被覆空間という. これを本稿ではBmと書こう.

分岐被覆空間のホモロジーは次の様に, アレクサンダー加群から導かれることが知られて
いる.

命題 3.1. M̃ → M̃m ⊂ Bm は全射準同型H1(M̃ ;Z)→ H1(Bm;Z)を誘導し, さらにその核は
(tm − 1)/(t− 1)H1(M̃ ;Z)で与えられる. 特に, 次を得る:

H1(Bm;Z) ∼=
H1(M̃ ;Z)

(tm − 1)/(t− 1)H1(M̃ ;Z)
Z[t±1]加群同型として.

証明は [Kaw, §5.5]に書いてある. 次の答えは [Lic, Cor 9.8]にある問題である:

演習 3.2. M = S3 \Kとして, Alexander多項式を∆(t−1) = ∆(t), ∆(1) = ±1となるもの
とする. この時, m次分岐被覆空間のホモロジーの位数は, 次で書ける事を示せ:

|H1(Bm;Z)| = |
m−1∏
v=1

∆(e2π
√
−1v/m)|.

他にも, 準同型の個数を計るときにも役立つことがある：例えば

命題 3.3 (長郷-山口 [NY]). M を結び目の補空間 S3 \Kとする. 準同型の集合

{f ∈ Hom(π1(M), SU(2)) | f は既約メタアーベリアン }

を SU(2)の共役で割った集合は, 有限で位数は (∆1(−1) + 1)/2に等しい.
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4 整数係数Alexander多項式, とその性質.

ホモロジーを有理係数で考えていた. しかし Z上の係数でのホモロジーを考えた方が, 良
い情報を取り出すことは多々ある. 実際, ふつうAlexander多項式は整数係数で考える. この
節では, 整数係数でAlexander多項式を再定義しておこう.

4.1 環 Z[t±]と orderに関してのコメント.

以上は, 簡単のために, Q[t±1]加群で考えていた. しかし, ホモロジーは Z加群で考えると
良い事が多い. 整係数ホモロジーH∗(M̃ ;Z)も Z[t±1]加群の構造が入る.

しかし, 環 Z[t±1]は一般に難しい (例えばクルル次元２). 実際, 有限生成 Z[t±1]加群M は
分類されていない (|M | < ∞の場合でも大変). しかし, 以下の手順で, Alexander多項式が
orderというものから定義される.

Sを可換環とし, Aを有限表示 S加群とする. つまり, ∃s, r ∈ Nで

Sr
P−→ Ss −→ A −→ 0 (完全),

があるとする (P は s× r行列とみなす). この時, i番目の初等イデアルEi(A)を, 次の有限集
合で生成されるイデアルと定める:

{ det(B) ∈ S | B : (s− i)× (s− i)サイズの Pの部分行列 }.

例 4.1. P が行列

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
であるとき, 次のようになる:

E0 = 0, E1 =

⟨∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣∣
⟩
, E2 = ⟨aij⟩i≤2,j≤3, E3 = A.

この初等イデアルは, Aのみに依存する.

定理 4.2. このイデアルEi(A)は有限表示の取り方によらず一意である (ヒント：[CF]参照)

演習 4.3. これを証明せよ. (ヒント：[CF]に解答あり)

そこで, Sがネター環UFD(一意分解整域)8としよう. すると, ネターなので, E0(A)を含む
ような Sの最小な単項イデアルが存在する. その単項∈ Sを Sの orderといい, ord(A) ∈ S
と書く. この元はSの可逆元S×の倍数分の取り方を除けば,一意である (事が容易にわかる).

Orderというのは, 次の同値性で見る様に, 捩れた加群のための概念である:

演習 4.4. 次の同値性を示せ (ここでQ(S)は Sの商体で, TorSAはAの捩れ部分加群):

ordA ̸= 0⇐⇒ E0(A) ̸= 0⇐⇒ Q(S)⊗S A = 0⇐⇒ rankA = 0⇐⇒ A = TorSA.

例 4.5. SをPIDとする (例えばZ,Q[t±1]) . M を有限生成 S加群とすると, 単因子論がいう
には, あるm,n ∈ Nと f1, . . . , fm ∈ Sがあって, S加群同型

M ∼= Sm ⊕
⊕
1≤i≤n

(
S/(fi)

)
8整域 R の零元でも単元でもない元 x が何れも x = p1p2 · · · pn のように R の有限個の既約元の積として書くことができて、その表

示が一意であるとき R は一意分解環であるという. 例えば, 多項式環 Z[t±1
1 , . . . , t±1

m ] がそうである.

7



があった. これは有限表示 Sn+m → Sn+m →M → 0があって, ここで行列表示は対角行列

P = diag[0, . . . (m回) . . . , 0, f1, . . . , fn].

であった. なので, E0 = det(P )Sである. 特に, ord(A)=±det(P )Sという事になる.

さて以上の設定を無限巡回被覆に適用してみよう。次を思い起こそう:

補題 4.6. ネター環上の有限生成加群は, 有限表示可能である.

定義 4.7. M がコンパクト連結な多様体とする. 整ホモロジー Hk(M̃ ;Z)を有限表示可能
Z[t±1]-加群と見做す. その order∈ Z[t±1]を, (k次)Alexander多項式と呼ぶ (ここで定義のズ
レは±tm±倍である).

定義 2.6のQ[t±1]加群上の定義より, 精密化されている事を見よう:

命題 4.8. M̃ → M を無限巡回被覆とし, H∗(M̃ ;Q)が有限次元とする. ∆ ∈ Z[t±1]を (k

次)Alexander多項式とする. ∆をQ[t±1]の元と思うと, 定義 2.6の (k次)Alexander多項式に
一致する.

Proof. S = Z[t±1]とし, Sn → Sm → H∗(M̃ ;Z) → 0を有限表示とする. これはテンソルQ
すると, 普遍係数定理よりH∗(M̃ ;Q)の有限表示である. ∆はテンソルQした後の orderと
思える. しかし例 4.5からその orderは積 f1 · · · fmだったらから, 定義 2.6の (k次)Alexander

多項式に一致する.

系 4.9. すべての ∗でH∗(M̃ ;Q)が有限次元である事と, すべてのAlexander多項式が非零で
ある事が同値である.

4.2 Alexander多項式の性質.

前節では定義を与えたが, Alexander多項式の位相的性質や応用について述べる. 証明は本
を参照するに留める.

まず結び目を分類する強さであるが, 7交点までは完全に分類するが, 同じAlexander多項
式を持つ結び目は無数にある. また “ミュータント”という移動でうつりあう結び目は同じ
Alexander多項式がもつ事も知られている. 特に, Alexander多項式が１の結び目は大量に作
れる.

以下, 有用な性質を羅列する.

命題 4.10. M が 2k + 1次元多様体とする.

この時, k 番目の Alexander多項式は双対性 (reciprocity)を持つ. 厳密には, ∆k(t
−1) =

t−deg∆∆k(t)を満たす. つまり

∆k = a−mt
−m + · · ·+ a0t

0 + · · ·+ amt
m =⇒ a−i = ai.

さらに, Hs(M ;Z)とHs+1(M ;Z)は捩れ部分群を持たないとする. このとき, Alexander多項
式に t = 1を代入したら, ∆s(1) = ±1である.
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一般的な証明は色々ある 9が, 結び目の場合には §6で示す. ちなみに, この対称性は中間次
数での特有の現象である. 実際, 次が知られている:

命題 4.11 ([Yj]). n > 1とする. 任意の元 f ∈ Z[t±1]に対して, ある結び目K : Sn ↪→ Sn+2

があって, H1( ˜Sn+2 \K;Z) ∼= Z[t]/(f)となる.

またAlexander多項式は fiberedを判定するのに役立つ:

命題 4.12. M を 3次元とし, M を例 2.11の様に, fiberedとする. この時, 整Alexander多項
式の最高次係数が±1である.

証明はH1(Σg,r;Z)が自由であるからである. なお, この命題の一般には逆は成立しない 10.

しかし, ある条件があるとき逆は成立する.

定理 4.13. 結び目K : S1 ↪→ S3が交代的 11とする. もし整Alexander多項式の最高次係数
が±1であるならば, Kは fiberedである.

結び目が Sliceがどうかは結び目理論で今でも大きな問題である. ここで (滑らかな)Slice

であるとは, 埋込 F : D2 ↪→ D4があって, ∂(ImF ) ⊂ ∂D4 = S3であり, F |∂D2 = K である時
をいう. Alexander多項式は (弱いが)判定法を与える.

定理 4.14. 結び目 K : S1 ↪→ S3 が Sliceであるとき, ある多項式 g(t) ∈ Z[t±1]があって,

∆(t) = g(t−1)g(t)という形である.

証明は [北合森, 定理 5.3.4]や [Lic, 定理 8.18]にある.

次に, 結び目K ⊂ S3に対し, 次の数を考えよう (Kのザイフェルト種数という).

g∗(K) := min{g ∈ Z | Kを境界にする種数 gのザイフェルト曲面が存在する. }

次の様に評価を与える:

定理 4.15. deg∆1(t) ≤ 2g∗(K).

証明は g∗(K)のザイフェルト曲面で,作れば, deg∆1(t) = degdet(tV −V T ) ≤ rkV = 2g∗(K)

となるからである. なお等式が成立しない結び目は山ほどあるが, Knot Floer homologyによ
り, g∗(K)が決定できることが知られている [OS].

9Reidemeisterトーションの方法 [北合森, §5.3]参照. 絡み目群の双対表示による方法 [CF, IX章]参照. Blanchfield pairingによる
方法 [Gor, Kaw, Hil] 参照. などあるが, 一般化するにあたり夫々一長一短がある.

10Alexander 多項式を圏化したものに, Knot Floer homology があるが, その homology は fibered-ness を完全に判定する [Ni].
11交代的とは, ある図式があって, その arc をたどると, 交点が正負正負・・という順にできる事をいう.
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5 Alexander多項式の計算法Ｉ. 交換子群とＦＯＸ微分.

これをどのように計算すべきだろうか？
幾つかの方法を紹介する. 興味のある小節だけ見ればよい.

5.1 交換子群を用いる方法.

H1(X) ∼= Zのとき, 1次アレクサンダー多項式 (加群)を求める安直な方法を述べる.

被覆と部分の対応より, 交換子群 π1(M)′は, π1(M̃)に同型である. よってそのアーベル化
を取れば, 同型

H1(M̃ ;Z) ∼= π1(M)′/[π1(M)′, π1(M)′]

を得る. ここで右辺にZ = ⟨t⟩が共役で作用する. その作用で右辺をZ[t±1]加群と見做せ, こ
の同型は Z[t±1]加群同型である. よって右辺が計算できる. 例えば, M が例 2.11の様にファ
イバーなら π1(M)′ ∼= π1(W )なので, tの作用に気を付けられば, 計算できそうである：以下,

例を見ていこう:

例 5.1. 三葉結び目に対し, M := S3 \K31とおく. そのの基本群G := π1(S
3 \K31)は次であ

ることが知られている.

G := π1(S
3 \K31)

∼= ⟨x, y | yxyx−1y−1x−1 ⟩.

ここでアーベル化 π1(S
3 \K31)→ Zは x 7→ 1, y 7→ 1で定義される. a = yx−1を代入すれば

G ∼= ⟨x, a | ax2ax−1a−1x−1 ⟩ ∼= ⟨x, a | a(x2zx−2)(xa−1x−1) ⟩

であるから, π1(M̃) ∼= G′に注意して 交換子群のアーベル化は次となる:

H1(M̃ ;Z) ∼= G′/G′′ ∼= ⟨α, t | α+ t2α− tα⟩.

よってアレクサンダー多項式は t2 − t+ 1である.

例 5.2. [Rol, §7.D]に依れば, もっと一般に, トーラス結び目M = S3 \ T (p, q)を考えよう
(p, qは互いに素): つまり

S3 \ T (p, q) := {(x, y) ∈ C | |x|2 + |y|2 = 1, xp + yq = 0 }.

このアレクサンダー加群が, 上記の手法で次が示せる：

∆1(t) =
(1− t)(1− tpq)
(1− tp)(1− tq)

, H1(M̃ ;Z) ∼= Z[t±1]/∆1(t).

しかし, 群の表示から求める手法は限界がある. 実際, π1(M)′/[π1(M)′, π1(M)′]が無限生成
になると, この手法はお手上げとなる 12.

01 31 41 51 52

1 t2 − t+ 1 t2 − 3t+ 1 t5−1
t−1

2t2 − 3t+ 2

図 3: 結び目と、アレクサンダー多項式の例.

12例えば, 結び目の 52 結び目では, H1(M̃ ;Z) ∼= Z[t±1]/(2t2 − 3t+ 2) であるので Z 加群として無限生成になる.
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5.2 準備：絡み目図式とウィルティンガー表示

Alexander多項式を 2次元的に計算する方法を紹介する. これは結び目らの Alexander多
項式たちの値に相対的な関係を見ることができる.

それを記述するために, 用語を幾らか準備する (少々厳密性が書けるかもしれないが・・).

なお以下では S1に対し向きを固定し, 埋込・はめ込みなどにも向き込みで考える.

• 絡み目とは, 円の有限和からの滑らかな埋込L : ⊔mS1 ↪→ R3をいう. mを#Lとも書く.

• 二つの絡み目LとL′がイソトピックであるとは, 或る滑らかな写像 h : R3× [0, 1]→ R3

があって, 各制限 htはR3の微分同相で, h0 = idR3で h1(L) = L′を満たす事である.

• 絡み目図式とは, 円の有限和からの正則横断的な滑らかなはめ込みD : ⊔mS1 ↪→ R2の
事で, 但し, 交点に対して「正」「負」を当てる. ここで正交点は図 7の L+のような図
で, 負交点様に図 7の L−のような図で, 視覚的に記述される.

• 絡み目Lに対して, 上手い射影 p : R3 → R2をとると, 合成 p ◦ Lは絡み目図式を自然に
与える.

• 絡み目図式全体に対して, ライデマイスター移動というものを図 4の様にして定義する.

絡み目全体と, 図式全体との関係は次の様に与えられる.

定理 5.3. 次の一対一対応が存在する:

{絡み目 }
イソトピー

1:1←−→ {絡み目図式 }
イソトピー＋ライデマイスター移動

.

←→ ←→

←→

RI RI

RIII

←→ ←→RII RII

図 4: ライデマイスター移動.

これにより, 絡み目全体を図式から研究できる.

加えて、向き付き絡み目図式Dから基本群π1(S
3\L)を得る方法を述べる. それはWirtinger

表示と呼ばれる. Dの arcとは, 交点の切れ目から次の切れ目の区間をいう.
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定理 5.4 (Wirtinger 表示 (証明は [Rol])). 基本群 π1(S
3 \ L)は次の表示を持つ.⟨

eα (α はDの arc )
∣∣∣ 下図の様な交点τに対し, e−1

γτ e
−1
βτ
eατ eβτ )

⟩
.

ここで, 不定元 eαは, アーク αの周りを一周するループで代表される.

正交点 負交点

ατ βτ

γτ

βτ

ατ

γτ

イメージ的にもっともな主張だが, 証明はそれほど簡単ではない. しかし, これは認める事
にしよう.

まず, この系として, アーベル化に対して次が言える.

系 5.5. アーベル化群H1(S
3 \ L;Z)は Z#Lに同型である.

Proof. i ≤ #L に対し, 二つのアーク α, γが同じ Lの連結成分にあったとすると, Wirtinger

表示より, アーベル化は同じ値になる. α達は生成元なので, 普遍射 π1(S
3 \ L) → Z#Lが作

れる. よって結論を得た.

最後に, 絡み目不変量の例として, 絡み数を見てみよう.

有向な絡み目 Lに対し, 図式 Dを用意して, 成分ごとに D = D1 ∪ · · · ∪ D#Lを分ける.

図式の交点 pに対して, 上記図の様な 2通りの場合が考えられる. そこで正交点 pに対して,

ϵ(p) = +1, 負交点 pに対して, ϵ(p) = −1と定める. (i ̸= j)に対し, iと j成分の絡み目数を
次の和で勘定する.

lk(Di, Dj) :=
1

2

∑
p∈Di∩Dj

ε(p).

これは図式の取り方に依らない. 同値なトポロジカルな定義がある. [Rol, 5.D章]には 8つ
の定義が書いてある.

定義 5.6. 整数係数#L×#L行列 {link(Li, Lj)}i,j≤#Lを絡み目行列という. 但し対角成分は
0とする.

演習 5.7. 絡み目数が整数であることを示せ (ヒント：Jordan曲線定理). さらに, この絡み
目行列が, 結び目図式の取り方によらない事を示せ.

5.3 FOX微分とAlexander行列による計算法.

群表示からAlexander多項式を計算する方法がある.

用語を準備しよう. 群Gに対して Z[G]を群環とする. つまり,

Z[G] := {
∑
有限和

aigi | ai ∈ Z, gi ∈ G }.

一般に群環はよくわからない. だが, H := Gがアーベル群 Zk ⊕ (⊕mi=1(Z/niZ))という場合,

Z[H]は可換環で次の環同型がある:

Z[H] ∼= Z[t±1
1 , . . . , t±1

k , s1, . . . , sm]/(s
n1
1 − 1, . . . , snm

m − 1).
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ここで Z[H]がUFDになる必要十分条件は, Hに捩れがない事に気づこう.

次に, FOX微分と定義 5.10を述べる. FI を添字集合 I で生成される自由群とする. k ∈ I
に対し生成元を xk と書く. ここで FOX(自由)微分とは, k ∈ I に対して, 定まる準同型
∂
∂xk

: FI → Z[FI ]を次の規則で定めたものとする.

∂xi
∂xk

= δi,k,
∂(uv)

∂xk
= u

∂v

∂xk
+

∂u

∂xk
, for all u, v ∈ FI .

例 5.8. FI = ⟨x, y⟩とすると, ∂yxy
∂x

= y ∂xy
∂x

+ ∂y
∂x

= yx ∂y
∂x

+ y ∂x
∂x

= yであり, ∂yxy
∂y

= y ∂xy
∂y

+ ∂y
∂y

=

yx∂y
∂y

+ y ∂x
∂y

+ 1 = yx+ 1である.

演習 5.9. まずwell-definedness ∂((uv)w)
∂xk

= ∂(u(vw))
∂xk

を示せ.

また ∂w−1

∂xi
= −w−1 ∂w

∂xi
と ∂wn

∂xi
= (1 + w + · · ·+ wn−1) ∂w

∂xi
を示せ (n > 0).

さらに次も示せ：

∀w ∈ F, w − 1 =
s∑
i=1

∂w

∂xi
(xi − 1).

次に, Alexander行列を復習する. 有限表示群G = ⟨x1, . . . , xn | r1, . . . , rm ⟩を固定し, H

をGのアーベル化群とし, a : G→ Hをアーベル化とする. Alexander行列とは, Gの関係
子 r1, . . . , rmに対し, 自由微分 ∂ri

∂xj
を施し, 行列にまとめたものをいう. つまり, 係数が可換

Z[H]環上で n×mの次の行列をいう：

AG :=

 a( ∂r1
∂x1

) · · · a( ∂r1
∂xn

)
...

. . .
...

a(∂rm
∂x1

) · · · a(∂rm
∂xn

)

 ∈ Mat(n,m,Z[H]).

定義 5.10. AGの第 k初等イデアルの事を, k次イデアル不変量という.

演習 5.11. k次イデアル不変量は, 群の表示 ⟨x1, . . . , xn | r1, . . . , rm ⟩によらない (つまり
Tietz変換によらない)事を示せ. (証明は長いが [CF, 定理 4.5]にある)

もしH が捩れがないとき, Z[H]はネターUFDなので, orderが定義できる. 例えば, それ
により多変数版の絡み目のAlexander多項式を定義することができる: 即ち,

定義 5.12. G := π1(S
3 \ L)とする. H ∼= Z#Lを系 5.5から思い起こそう.

AGの第 k初等イデアルの orderを, (k次)多変数Alexander多項式という.

また 1成分の時は、次によってもとのAlexander多項式を復元する.

定理 5.13. Gが結び目の基本群とする (アーベル化はG→ H = Zであり, Z[H] = Z[t±1]と
同一視する)

この時, k次イデアル不変量の orderは, 節 5.1の k次Alexander多項式 (定数倍を除き) と
一致する.

後の §6.2で証明する. ここでは例を挙げよう.

例 5.14. G ∼= ⟨x, y|xyx = yxy⟩という 31結び目の基本群とする. 次を計算しよう:

α(
∂

∂x
(xyxy−1x−1y−1)) = α(1 + xy − xyxy−1x−1) = 1 + t2 − t.
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α(
∂

∂x
(xyxy−1x−1y−1)) = α(x+ xyxy−1 − xyxy−1x−1y−1) = −1− t2 + t.

よってAlexander行列は
(1− t+ t2 − 1− t2 + t)

となる. だから orderの定義から, Alexander多項式は 1− t+ t2となる.

演習 5.15. 結び目 818の場合に計算してみて, Alexander多項式を求めよ. さらに, 818の第
二初等イデアルが, t2 − t+ 1であることも確かめよ.

演習 5.16. トーラス結び目 T (p, q)に対して, 基本群は ⟨x, y| xp = yq ⟩である事を示し, これ
に着目し, アレクサンダー多項式を計算せよ.

5.3.1 FOX微分と, Alexander行列の位相的意味.

FOX微分と, Alexander行列の位相的意味を述べる. ここでは付録 9に書いたCW複体の
基本事項は仮定する.

局所系係数ホモロジーを復習しよう. 一般に, 連結なCW複体Xとし, p : X̃ → Xを普遍
被覆とする. 特に, X̃には π1(X)の左作用がある. X̃にCW複体が自然に入る. 特に, Xの j-

セル σjに対し, 1つ持ち上げのセルを σ̃jを固定すると, 自然な同一視 p−1(σj) ≃ π1(X)× σj
と見做せる. 特に, セル複体を見ると

Cj(X̃;Z) ∼=
⊕

σj :X の j セル

Z[π1(X)]σ̃j (3)

と同一視される. そこで X̃のセル複体

C∗ : · · · → Ck(X̃;Z) ∂̃k−→ Ck−1(X̃;Z) ∂̃k−1−→ · · · → C1(X̃;Z) ∂1−→ C0(X̃;Z)→ 0

を考えると, 境界準同型 ∂̃kが π1(X)に同変である事に気づくだろう.

そこで, アーベル群Mに対し, 作用 π1(X) ↷Mがあった時, テンソルした後のホモロジー

Hn(C∗(X̃;Z)⊗Z[π1(X)] M, ∂̃k ⊗ id)

を局所系係数ホモロジーという.

例 5.17. 上記の様にアーベル化 ab : π1(X) → Hを取り, 正規部分群Ker(ab)に対応する被
覆をXと書く (これを普遍アーベル被覆という). そしてM を群環Z[H]として, 自然に作用
させたとき, このセル複体C∗(X̃;Z)⊗Z[π1(X)] M は, Xのセル複体C∗(X;Z)と同一視される.

定義はこうだが, ∂̃kは普通よくわかないので, 一般に局所系係数ホモロジーはよくわから
ないものである. しかし 2次までは次のようになる.

簡単のため, XをCW 複体とし, 0-cellが 1点, 1-cellが n個, 2-cellがm個とする. すると,

π1(X)は群表示 ⟨x1, . . . , xn | r1, . . . , rm ⟩と書ける (付録 9を見よ). しかるに, Xの i-cellσに対
して, p−1(σ)は π1(X)ぶんの i-cellが対応する. なので, C1(X̃;Z)は Z[π1(X)]nに, C2(X̃;Z)
は Z[π1(X)]mに同一視できる. すると FOX微分は, 次の様に解釈される:

定理 5.18. C1(X̃;Z) ∂1−→ C0(X̃;Z) ∼= Z[π1(X)]は xk 7−→ 1− xkに等しい.

また, 境界準同型C2(X̃;Z) ∂1−→ C1(X̃;Z)は FOX微分のヤコビ行列に等しい.

特に, 例 5.17の様に, M = Z[H]を考えると, Alexander行列は, 境界準同型C2(X;Z) ∂1−→
C1(X;Z)に等価である.
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証明は端折るが, 次が納得できよう. H1(X;Z)はXのホモトピー同値類によらない量であ
るので, 特に, Alexander多項式が群表示によらない事になる.

6 ザイフェルト曲面を用いる方法

ザイフェルト曲面を用い, Alexander多項式の計算法を用いる. これは [Rol, 8章]と [Lic, 6

章]との概説である (である為, 所々, 詳細は当該文献に回す).

L ⊂ S3を絡み目とする. その無限巡回被覆を次の準同型に準じて構成する.

α : π1(S
3 \ L) Abel 化−−−−−→ Z#L 自然な足し算−−−−−−−→ Z.

さて, 本稿ではこの無限巡回被覆のアレクサンダー多項式を求める方法を述べる.

6.1 ザイフェルト曲面と行列の定義

その為に, ザイフェルト曲面を定義しよう:

定義 6.1. L ⊂ S3を向付き絡み目とする. Lのザイフェルト曲面とは, S3 \ Lの向付きコン
パクト連結曲面Σで, その境界が (向きを含めて)Lとなるものをいう.

ザイフェルト曲面が正則であるとは, 入射Σ ↪→ S3が標準的な埋込になる時を言う.

定理 6.2. どんな Lに対しても, 正則なザイフェルト曲面は存在する.

注意 6.3. この存在は一意でない. しかし別にザイフェルト曲面が存在したときに, それは “

安定化”という操作で移りあう事が知られている ([Lic, 8章]参照).

Proof. Lの図式をDを固定する. そして D̂を図 5の様にしてDから得られる図式とする.

ここで注意する事に, D̂は各交点の周りの小さな近傍に対し, 向きが一致するように交点を
取り除かれている. この D̂はR2内の向付け可能な単純閉曲線の分離和になっている. この
D̂を, 互いに交わらない何枚かの円盤の和の境界と見做そう. この円盤らを, もともと交点の
あったところで半ひねりの帯でつなげよう. つまり, 各円板には, D̂の向きと帯の向きを上手
くそって貼合わせる事により, Lを境界とする有向曲面を構成できる. この時, 連結でなけれ
ば, うまくチューブを繋いでやれば, 連結となる.

別証 (但しアイディアのみ). 命題 2.3より αに付随するC∞-級写像 S3 \ L → S1を取る. 命
題 2.3の証明より, α−1(0) ∩ ∂(S3 \ L)が丁度#L個の点になるようにできる. そこで 0を正
則値としてよいので, Σ := α−1(0)と定めれば, 向き付きの曲面が出来上がる. ここでもしΣ

が連結でなければ, うまくチューブでつなげれば良い.

=⇒ ⇐=

図 5: ザイフェルトアルゴリズム

なお [Lic, 5.A]にこれで構成されたザイフェルト曲面が例示されている. また googleで簡
単に例がもっと見つかる. なお構成された曲面が向付け可なのか種数は何かをチェックした
ければ, オイラー標数を計算して曲面の分類定理を用いればよい.
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演習 6.4. 8の字結び目K41と, 非連結和K31 ⊔K41に対して, ザイフェルト曲面を構成せよ
(これに答えると, 証明方針の意義が良く分かる.)

演習 6.5. Σ ⊂ S3を正則なザイフェルト曲面とし, N(Σ)を管状近傍とする. この時, 補空間
S3 \N(Σ)はハンドルボディー 13になる事を示せ. (ヒント：図 6を, ディスクに 1ハンドル
g個 attachしたものと見做す. すると補空間に双対 2ハンドルが対応できる. なので補空間
も ブーケ ∨mS1にホモトピー同値となる. )

目標 (定義 6.12)はザイフェルト曲面を用いて, Alexander多項式を定義する事である. その
為に, 一つ補題を用意する (Alexander双対の一例).

補題 6.6 ([Lic, 命題 6.3]参照). Σ ⊂ S3を種数 gの正則な Seifert曲面とする. この時, ホモ
ロジー群H1(S

3 \ F ;Z)とH1(F ;Z)は (Z2g+#L−1として)同型である. さらに, 非退化双線形
型式

β : H1(S
3 \ F ;Z)×H1(F ;Z) −→ Z

で, F と S3 \F の中で向付き単純閉曲線 cと dに対し, β([c], [d]) = lk(c, d)となるものが存在
する.

概証. V をＦのS3内での正則近傍とし, V ′をS3\Fの閉包とする. V ∪V ′ = S3とV ∩V ′ ≃ ∂V

から, Mayer -Vieoris完全列より,

H2(S
3;Z) −→ H1(∂V ;Z) −→ H1(V ;Z)⊕H1(∂V

′;Z) −→ H1(S
3;Z)

を得る. 両端は０だから, 真ん中の射は同型である.

今現れた H1 達を調べよう. 図 6の黒線のように, ザイフェルト曲面を変形する. する
と, H1(V ;Z) ∼= H1(F ;Z)の生成元 {fi}i≤2g+#L−1を, 図の赤線と緑線たちで取れる. そして,

H1(V
′;Z)の元 ei, を図 6のように (fiの周りを一周する元)としてとろう. これはH1(V

′;Z)
の生成元である事が確かめられる. すると, それらは ∂V の中の単純閉曲線と見做せ, さらに,

H1(∂V ;Z) ∼= Z2g+#L−1 ⊕ Z2g+#L−1の生成元となる事が, 上記の同型性から解る.

ここで, β([ei], [fj]) = δijで βを定義する. さらに, 図 6からみれば β([c], [d]) = lk(c, d)とな
る事が (線形的な拡張として)確かめられる. これは構成から非退化である.

e1

f1 f2

e2

f4f3 f2gf2g−1

e4
e2g−1 e2g

f2g+1 f2g+2
f2g+#L−1

図 6: ザイフェルト曲面のH1 の生成元 [fj ]と, H1(S
3 \ F )の生成元. 絵が下手ですみません.

例 6.7. [OSJS, 3と 4頁]にて, 今の証明を, trefoil 31で丁寧に書いてある.

13(3次元)ハンドルボディーとは, 境界付き 3次元多様体で, ブーケ ∨mS1 にホモトピー同値であるものをいう. これは閉曲面 Σm ⊂ R3

を境界にもつ自然な 3 次元多様体しかないことが知られている.
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さて, 次にザイフェルト行列を導入する. その為に, 閉区間 [0, 1]のフローを用いて,

•+ : F × {0} −→ F × {1}

という同相写像を定義しておく.

定義 6.8. L ⊂ S3を向付き絡み目とし, F をザイフェルト曲面とする. F のザイフェルト行
列とは, 次で定義する双線形写像である:

H1(F ;Z)×H1(F ;Z) −→ Z; ([α], [β]) 7−→ lk(α, (β)+).

ここで α, βはH1(F ;Z)の元を代表する F 内のループである.

注意 6.9. • これはwell-definedである [Lic, 命題 6.3].

• ザイフェルト行列は結び目不変量ではない事に注意しよう.

• なお, この手法は, 有理ホモロジー球面内の結び目に対しても一般化できる.

このザイフェルト行列を用いる事で, 次の様な有限表示を与える事が出来る:

定理 6.10. 環を Z[t±1]と Λと書くことにする (結び目業界ではこれが何故か定着). 行列

tV T − V はH1(S̃3 \ L;Z)の行列表示を与える. つまり,

Λ2g tV T−V−−−−−→ Λ2g −→ H1(S̃3 \ L;Z) −→ 0 (exact).

この定理の証明の為に, ザイフェルト曲面F から, 無限巡回被覆を構成しよう. F は有向よ
り, 開管状近傍 F × (−1, 1) ⊂ S3 \ F が取れる. Y を S3 \ F × (−1, 1)とすると, 境界 ∂は

F− = F × {−1} と F+ = F × {1} と K × (−1, 1)

との和集合である. {−1}から {1}へずらす同相写像ϕ : F− → F+を固定する. 次に, i ∈ Zに
対して, Y のコピーを Yiと置く. 自然な微分同相 hi : Yi → Yi+1を取る. 和 ⊔i∈ZYiの商空間

X∞ =
∪
i∈Z

Yi/ {(x, i) ∼ (ϕ ◦ hi(x), i+ 1)}i∈Z, x∈F+

を考える. 図的には下図である. すると自然な自己同相写像 t : X∞ → X∞が t|Yi := hi+1h
−1
i

により定義できる.

Yi

命題 6.11. この自然な射影X∞ → S3 \Kは αに付随した無限巡回被覆になっている.
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無限巡回被覆になる事は命題 2.4の証明の通りである. しかし, αに付随する事の証明は少
し厄介で, [Lic, 定理 7.9]らへんに書いてある (ので省略する).

定理 6.10の証明 ( [Lic, 定理 6.5]にある証明の概略). X∞を次の様に二つに分ける:Y ′ :=

∪i∈ZY2i+1, Y ′′ := ∪i∈ZY2i. すると, 和 Y ′ ∪Y ′′はX∞であるから, Mayer-Vietoris系列より次
を得る：

H1(Y
′ ∩ Y ′′)→ H1(Y

′)⊕H1(Y
′′)→ H1(X∞)

δ∗−→ H0(Y
′ ∩ Y ′′) −→ H0(Y

′)⊕H0(Y
′′)→ Z

気づきたい事に, 共通部分 Y ′ ∩ Y ′′は F の可算無限個コピーであるから, 連結成分を見れば,

真中の δ∗が零写像である事が知られている.

さらに H1 を考察しよう. H1(Y
′ ∩ Y ′′)は Z[t±1] ⊗ H1(F ;Z)と同一視できる. また補題

6.6より H1(S
3 \ F ;Z) ∼= H1(F ;Z)であったので, H1(Y

′)は (Z[t±2])2g+#L−1 に, H1(Y
′)は

(tZ[t±2])2g+#L−1に同一視される. よって, 上記の完全列は次となる.

(Z[t±1])2g+#L−1 α∗−→ (Z[t±1])2g+#L−1 −→ H1(X∞) −→ 0 (exact).

あとは真中の射を調べればよい. Vijをザイフェルト行列の ij成分としよう. それは, Mayer-

Viertoris完全列の構成と, 補題 6.6を見れば,

α(1⊗ [fi]) =
∑
j≤rkV

(−Vij(1⊗ [ej]) + Vji(t⊗ [ej]))

である事が確かめられる (省略). なので, 完全列より, 欲しい行列表示を得た.

この行列表示に出た, 行列を用いて次を定義しておこう:

定義 6.12. 次の多項式をAlexander多項式と呼ぶ.

∆K(t) := det(t−1/2V T − t1/2V ) ∈ Z[t±1/2].

定義 4.7では行列表示でAlexander多項式を定義したが, 上定理より, 二つは一致する:

系 6.13. この定義と, 定義 4.7のものは, 定数倍を除いて, 一致する.

さてまた, Alexander多項式の性質も簡単に示しておこう：

命題 6.14. 双対性∆K(t
−1) = ∆K(t)が成立する.

さらに, 結び目の場合, t = 1を代入すると, ∆K(1) = 1である.

Proof. 前半は次を確かめればよい：∆K(t
−1) = det(t1/2V T − t−1/2V ) = (−1)rkV det(t−1/2V T −

t1/2V ) = ∆K(t). まん中の等式は行列式の転置の不変性から.

後半を示そう. いつもの閉曲線 {fi}を基底として, ザイフェルト行列Ｖをとる. ∆K(1) =

det(V T − V ) であるが, その ij成分は

(V − V T )ij = lk(f−
i , fj)− lk(f+

i , fj)

であり, つまり fiと fjのＦ内での代数的交叉数である. これは
(

0 1
−1 0

)
の g個対角ブロッ

クとなるように出来る. よって, その detは 1である.
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注意 6.15. Alexander多項式の orderによる定義では, ±t±1/2倍の取り方を気にするはずだっ
た. しかし, Kを結び目の場合, ∆K(t

−1) = ∆K(t)と∆(1) = 1との性質から, 一意に定まる.

• もっとも絡み目の場合について言及すると, 定義 6.12は Seifert曲面の取り方によらず,

(±t±1/2倍を気にせず) 定まっている事が知られている ([Lic, §8]参照).

ちなみに, 高次元の結び目 Sk ↪→ Sk+2に対しても同様の結果が得られる. ザイフェルト曲
面を用いて, k次アレクサンダー多項式が定義される ([Hil, Rol]など参照)

6.2 Seifert行列再考：他の定義との関連.

定理 5.13つまり, Fox微分を用いた定義 5.12が, 定義 4.7と一致する事を見よう.

本講義では, 簡単のため結び目 S3 \Kのみに限って, 証明する.

この目的のために, 今から π1(S
3 \K)の良い表示 (4)を与えよう. これは “ヒーガード分解”

とよばれるものの特殊版である ([Lin, §2]に詳細あり). まず一周する 1-ハンドルH ⊂ S3∖K
で経線m ∈ π1(S3 \K)を代表するものを取り, そして種数 gの Seifert曲面 F ⊂ S3∖Kを取
る. そして次の二つの開集合に留意しよう：

U ♯ := S3∖F, U ♭ := H ∪ (F の管状近傍).

そこで気づく事に, 共通部分 U ♯ ∩ U ♭が F の上澄みと F の下澄みとなる事がみてとれる. こ
こで演習 6.5によれば, U ♯ (resp. U ♭と U ♯ ∩ U ♭)は、それぞれ種数 2g (resp. 2g + 1と 4g)の
ハンドルボディーになっている.

図6に合ったように,ループ達eiとfi (1 ≤ i ≤ 2g)をとろう. すると, π1(U
♯)は, {(f1)+, . . . , (f2g)+}

を生成元にする自由群である. 同様に, π1(U
♭)は {(f1)−, . . . , (f2g)−,m}を基底に、π1(U ♯∩U ♭)

は {(f1)+, . . . , (f2g)+, (f1)−, . . . , (f2g)−}を生成元にする自由群である事が確かめられる. 他
方で, {e1, . . . , e2g}は π1(U

♯)の他の生成元となる事に気づいておこう. 補題 6.6の証明より,

e♭iと fjとの絡み目数が δijとなるのだった. そこで入射

i : U ♯ ∩ U ♭ ↪→ U ♯ と i′ : U ♯ ∩ U ♭ ↪→ U ♭

とを考えよう. すると, van-Kampenの定理から次の π1(S
3 \K)の表示を得る：

⟨m, e1, e2, . . . , e2g, | majm−1b−1
j , (1 ≤ j ≤ 2g) ⟩, (4)

ここで右辺内の aj と bj は {e1, . . . , e2g}の語で書ける事に注意する. 実際, πL = π1(U
♯ ∪

U ♭)は生成元 {f1, . . . , f2g, (e1)−, . . . , (e2g)−, }に関係子 i∗(ej)i
′
∗(ej)

−1 = m · i∗((fj)+) · m−1 ·
(i∗((fj)

−))−1を付随したものである,ここで残りの生成元 (e1)
−, . . . , (e2g)

−が i∗(e
−
j )i

′
∗((ej)

+)−1)

によって相殺されている.

例 6.16 (三葉結び目). 一般のその表示の求め方に関しては, [Lin, 北合森]に書いてある. そ
の手順を踏めば, 三葉結び目に関しては次の表示が与えられる:

π1(S
3 \ 31) ∼= ⟨x1, x2, h | hx1x−1

2 h−1 = x1, hx2h
−1 = x2x

−1
1 ⟩.

するとTrotter氏はX∞のセル複体を記述した (氏はもっと一般的設定を示してるが・・・)

定理 6.17 ( [Tro, 命題 4.1]). 次の複体は, X∞のセル複体と同型である.

0→ Z[t±1]2g
(V T−tV,w⃗)
−−→ Z[t±1]2g+1

1−t
−−→ Z[t±1]

ϵ−→ Z→ 0 (exact).

ここで, w⃗は或る縦ベクトルである.
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証明方針. また他方で, ∂1が e
(i)
j 7→ 1− tとなる事は, X∞の０セルの形から解る.

だから, ∂2を具体的に描けばよい. 14

X∞の基本群の表示を与える. i ∈ Zに対し, ejのコピーを e
(i)
j をとる. すると, 上記の文字

a
(i)
j を, 全ての ej を e

(i)
j に置き換えたものとする. b

(i)
j も同様とする. すると, Reidemeister-

Shreirer手法によれば, π1(X∞)は次の表示を持つ:

⟨ e(i)1 , e
(i)
2 , . . . , e

(i)
2g , (i ∈ Z) | a

(i+1)
j (b

(i)
j )−1, (1 ≤ j ≤ 2g) (i ∈ Z) ⟩.

右辺の関係式を r
(i)
j と書き, X∞の 2-cellとみなそう. なので, ∂2(r

(i)
j )は, 各 ej達を e−j に押し

出したものと, 各 ej達を e+j に押し出したものとの差になる事が解る.

ここで定理 6.10の証明にあった, α∗を思い起こそう. これはその欲しい差と一致する事

が, α∗の定義と前段落の構成から確かめられる. 他方で, ベクトル (
∂majm

−1b−1
j

∂m)
を w⃗とおこう.

よって, ∂2は α∗ = (V T − tV, w⃗)で書けたことになった.

さて, 定理 5.13の証明を与える.

定理 5.13の証明. 演習 5.11によれば, Alexander行列は πK の表示によらなかったので, πK
を上の表示として良い. また命題 6.14によって, 基礎環 Z[t±1]に (1 − t)−1 を添加した環
Z[t±1, (1− t)−1]を基礎環に置き換えても差し支えない.

定理 5.18によれば, ∂2は (4)のAlexander行列に等しい事に注意しよう. さて, 定理 6.17の
複体にあった, ∂1の切断を w⃗を相殺するようにとれば, ∂2の k-次 orderは, V T − tV の (k−1)-

次 orderに等しい. 他方で, 定理 6.10から, V T − tV はH1(X∞;Z)[(1− t)−1]の有限表示になっ
ている. よって, 二つの定義は一致する事が解った.

6.3 スケイン関係式. 3次元結び目のAlexander多項式の公理化.

Alexander多項式の性質を考えてみよう：

定義 6.18. アレクサンダー写像とは次を満たす写像 A : { 絡み目図式 } → Z[t± 1
2 ] の事で

ある.

• 絡み目図式D1, D2がReidemeister移動で移りあう時, A(D1) = A(D2).

• 自明な結び目 U に対し, A(U) = 1とする.

• 3つの向き付き絡み目 L+, L−, L0が, ある 1点の近傍のみで, 図 7の様に, 異なり, 他の
部分で全く等しい場合, 次の関係式 (スケイン関係式という)が成立する:

A(L+)− A(L−) = (t−1/2 − t1/2)A(L0).

天下りで定義したが, 次の定理が知られている：

定理 6.19. この様なアレクサンダー写像は一意的に存在し, さらに任意の結び目 S3 \Kに
対し, A(K)は∆1(t)に定数倍を除いて等しい.

一意性の証明は [Lic, 定理 15.2]に, 存在証明は [Lic, 定理 8.6]か [北合森, §3.2]に書いてあ
る. 証明は重要という訳ではなく, こんな関係式があると思って頂ければ良い. この定理は,

他の不変量がアレクサンダー多項式に一致する事を示すときに使える.

また, このスケイン関係式を用いれば, 原理的には計算できる事を意味する.
14高度な注意. ここで, 一般論として, X∞ の高次ホモトピー群が消えているので, π1(X∞) の群複体と, X∞ のセル複体はホモトピー
同値である. 特に, ∂2 は π1(X∞) の群表示から得られる, ものと一致する. また X∞ は 3 ハンドルがないので, ∂3 はゼロである.
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演習 6.20. この定理を用いて、5交点以下の結び目のアレクサンダー多項式を計算しなさい.

最後にスケイン関係式について証明を書いておこう.

定理 6.19の存在性についての証明. 上記のAlexander多項式が, スケイン関係式を満たすこ
とを示せばよい.

L0のザイフェルト曲面 F0を図 8に出てくるもののようにとる (これは定理 6.2の証明から
可能). 同様に, L+と L−のザイフェルト曲面を図 8の様にとる. それぞれのザイフェルト行
列を V0, V+, V−とする.

さて, H1(F0;Z)の生成元として, 閉曲線たち {f2, . . . , fn}を取る. すると f1を図 8の様に
取れば, 閉曲線たち {f1, f2, . . . , fn}がH1(F±1;Z)の生成元である事が解る. すると, ホモロ
ジーの生成元を見る事で, V+と V−は次で書ける:

M+ =
(

M0 w
vT n

)
, M− =

(
M0 w
vT n+ 1

)
.

ここで vとwはある行ベクトルである. すると行列式の性質から, 次が確かめらえる.

det(tV T
+ − V+)− det(tV T

− − V−) = (1− t)det(tV T
0 − V0)

である. これに t−rkV+/2を書け, ∆L(t)の定義に戻る事で, ほしいスケイン関係式を得ること
が出来た.

6.4 他の手法いくらか.

アレクサンダーによる, ドットを用いた方法。
カウフマンによるステート和による方法
Colored Jones多項式 (Melvin-Morton予想)との関連 [OSJS, 5章]を参照.

L−L0L+

図 7: スケイン関係式に現れる図
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f1 f1

図 8: ザイフェルト膜の取り方と, 単純閉曲線 f1.
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7 Reidemeisterトーション

7.1 トーションの流れ.

まず, 動機付けの為にトーションの簡単な歴史ないし大切な結果を羅列しておこう.

(i) Reidemeisterによる体上のトーションが定義される. 3次元レンズ空間が分類される.

(ii) Franzにより, 高次元レンズ空間もトーションにより分類される.

(iii) Whiteheadにより, 任意の環上でも定義される. 但しWhitehead群が鍵となる.

(iv) Milnor [Mil4]により, Alexander多項式とトーションの関係などが研究される.

(v) Turaev[Tu1, Tu2]によって,任意の複体上でトーションが refineされる. 手術公式や, Spinc

構造の考察が進み, 公理化もされる ([Nic]参照). 特に, ベッチ数 1以上の 3次元多様体の不変
量 15が色々と, トーションと一致する事が解る. コホモロジー環やマッセイ積の関係も ([Tu2]

参照)

(vii) 2000年を超すと, 捩れ版のトーションも定義され, 研究される. 捩れにする事でとらえ
る幾何構造も精密化・明確化される (概論 [FV]とその中の文献を参照)

こういった事を厳密に学ぼうとすると, 結構しっかり本や論文を読まないといけない. 入門
的文献として, 入門書 [Tu1, Mas]があったり, 日本語には [門上, 北合森]がある. また本格的
には [Nic, Tu2]などの本もある (なおTuraevが近々新たな本を出すらしいが・・)

7.2 トーションの代数的定義

前置きはともかく, 話を勧めよう.

可換体 Fを固定し, F上有限次元の非輪状複体を考える:

C∗ : 0→ Cm
∂m−→ Cm−1

∂m−1−→ · · · ∂2−→ C1
∂1−→ C0 → 0, (完全). (5)

ただし, ここでCqの基底 cq := {c(q)1 , . . . , c
(q)
nq }を固定しておく. トーションとは, そのような

非輪状複体 (とその基底)の不変量である. いきなり定義を述べるとわかりづらいので, アイ
ディアから述べる.

ただ一つだけ略記を準備する (頭に入れるよう！). もし二つの基底Cqの基底aq := {a1, . . . , am}
かbq := {b1, . . . , bm}があったとする. するとai =

∑m
j=1 dijbjと基底変換に出てくる行列{dij}

を得る. この行列式 det{dij}を [aq/bq]と書くことにする.

例 7.1. m = 1を考えよう. つまり, 完全列 0 → C1 → C0 → 0なので, 同型射 ∂1 : C1 → C0

を想定している. 基底の取り方によらない量 (固有多項式など色々ある)が欲しい. ここでは
行列式の逆元 det(∂1)

−1をトーションとして定義する.

例 7.2. m = 2で, 分裂単完全列 0 → M
(f,0)−→ M ⊕ N (0,g)T−→ N → 0を考えよう. 完全性より

f, gは同型である. このとき, 比 detf/detgをトーションとして定義する.

15例えば, Euler class のトーション, Casson 不変量, LMO 不変量, Seiberg-Witten 不変量など
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例 7.3. 長さ 2ので一般の場合を考えよう. つまり, 完全列 0 → Cq+1
∂q+1−→ Cq

∂q−→ Cq−1 → 0

を考えている. Im(∂q+1) = Bq ⊂ Cqと書いて置こう. そして, Bqの基底を bqを取る. すると
短完全列分解より次のを得る:

0 −→ Cq+1
∂q+1−→ Bq −→ 0,

0 −→ Zq ↪→ Cq −→ Bq−1 −→ 0,

0 −→ Bq−1
≃−→ Cq−1 −→ 0.

ここで体 F上なので, 切断 s : Bq−1 → Cqがとれ, 真中の短完全系列は, 直和分解となる.

0 −→ Zq
∂q+1−→ Im(∂q+1)⊕ Im(s) −→ Bq−1 −→ 0.

b̃q−1を s(cq−1)と書こう.. すると, cq+1と b̃q−1の和集合は, Cqの基底を与える. なので, その
基底変換の行列式 [cq+1b̃q−1/cq]を得る. いま切断 sを取ったが, 切断の取り方によらない (何
故か？).

また一つ目と 3つ目の基底返還の行列式を考えられる: [bq+1/cq+1]と [̃bq−1/cq−1].

するとトーションは, それらの交代的な積で定義される:

[bq+1/cq+1]
−1[bq b̃q−1/cq][̃bq−1/cq−1]

−1.

次に一般的な設定で定義しておこう：

定義 7.4 (Reidemeisterトーション). 完全列 (5)に対し, 短完全分解を取る.

Sq : 0 −→ Zq(C∗) −→ Cq −→ Bq−1(C∗) −→ 0

Reidemeisterトーション, τ(C∗)とは, 次の交代積で定義される.

τ(C∗, cq) :=
m∏
q=0

[bq, b̃q−1/cq]
(−1)q+1 ∈ F \ 0

命題 7.5. この定義は, Bqの基底の取り方によらない.

Proof. 別の基底 {b′q}を持ってきた時, 基底の変換行列に関して

[b′q b̃
′
q−1/cq] = [bq b̃q−1/cq][b

′
q/bq][b

′
q−1/bq−1]

が成立する. よって, 次の計算式から不変性が解る：
m∏
q=0

[b′q, b̃
′
q−1/cq]

(−1)q+1

=
m∏
q=0

([bq b̃q−1/cq][b
′
q/bq][b

′
q−1/bq−1])

(−1)q+1

=
m∏
q=0

([bq b̃q−1/cq])
(−1)q+1

([b′q/bq][b
′
q−1/bq−1])

(−1)q+1

=
m∏
q=0

[bq, b̃q−1/cq]
(−1)q+1

.

注意 7.6. 但し, τ(C∗)はC∗の基底の取り方による. 実際, 別の基底 c′qを取ってきた時, 次の
様な変換が知られている (証明は [北合森, Lemma 5.1.6]):

τ(C∗, cq) = τ(C∗, c
′
q)

m∏
q=0

[cq/c
′
q]
(−1)q+1

.

とはいえ、トポロジーの話では, 基底 cqの取り方によらない場合ばかり考えるので, c′qは略
記する事が多い.
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とはいえ, トーションというのも定義どおり計算するのは大概無理である. これはホモロ
ジー論でも同様のノリであった。その様に、計算するには簡単な場合に帰着するか、テクニッ
クが幾らか要る。そこで, 簡単な場合に帰着できそうな補題を挙げておこう.

補題 7.7. もし複体が 0→ C3 → C2
0−→ C1 → C0 → 0という形 (真中が 0)のとき, トーショ

ンは det(∂3)det(∂1)になる.

補題 7.8. もし非輪状な複体 0 → Am −→ Am+1 → A → 0があって, ただし ∂2が (A, w⃗)と
いう形で, ∂1 = (v⃗, b)T の切断の像が, ⟨w⃗⟩になっていたとする. ここで, Aはm ×m行列と
する.

この時, トーションは, det(A)/bになる.

演習 7.9. この補題ふたつを示せ (定義通りなので簡単です).

また複体の完全系列に対して, 次が成立する:

命題 7.10. 0 → C ′
∗ → C∗ → C ′′

∗ → 0を非輪状複体の完全系列とする. さらに, cq, c
′
q, c

′′
q を

Cq, C
′
q, C

′′
q の基底とし, 二つの写像 ι : C ′

i ↪→ Ciと p : C → C ′′
i に対し, 自然なものとする. つ

まり
[ι(c′q)c

′′
q/cq] = 1

が成立したとする. この時, τ(C) = ±τ(C ′)τ(C ′′).

演習 7.11. 証明が少々長いが, 命題を示せ ([門上]に証明あり).

7.3 CW複体のReidemeisterトーション

Ｘを有限ＣＷ複体とする. 節 5.3と同様に, アーベル化 π1(X) = G → H = π1(X)abをと
り, 付随する被覆空間 X̃をとる. また準同型 φ : π1(X)→ F×を固定する. すると, 局所系の
複体が次のように取れる：

C∗ : · · · → Ck(X̃;Z)⊗Z[π1(X)]F
∂̃k−→ · · · → C1(X̃;Z)⊗Z[π1(X)]F

∂1−→ C0(X̃;Z)⊗Z[π1(X)]F→ 0

定義 7.12 (Reidemeisterトーション). その複体が非輪状でないとき, τφ(X) = 0と定める.

他方で, 非輪状であるとき, その複体のトーションを次の公式によって, 部分乗法群φ(π1(X))

で割ったもので定義する:

τφ(X) := τ(C∗(X̃ ⊗Z[π1(X)] F)) ∈ F×/φ(π1(X))

しかしこの定義では, ＣＷ複体の構造によっている様に見える. しかし, 次の定理が知られ
ている.

定理 7.13. 二つの CW複体が, 単体分割で移りあうとする. この時, 二つの Reidemeister

トーションは一致する.

証明は [Tu1, 定理 8.8]を見よ (授業でやるかも 16). 但し, 純代数的であり本質が見づらい
が・・。とはいえ、多様体の三角形分割は, 単体分割で映りあうので, 次が言える：

16証明の流れはこう: まず simple homotopy の定義をする. トーションはそれで不変である事を示す. そして単体分割が simple
homotopy で書ける事を示す.
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系 7.14. 二つのコンパクト多様体が同相とする. この時, 二つのReidemeisterトーションは
一致する.

とはいえ、もっと強い事が示されている (面白い事に, 証明は解析を用いるというものであ
る).

定理 7.15 (Chapman[]). 二つのCW複体間の同相写像 h : X → X ′があったとする. この時,

二つのReidemeisterトーションは一致する：τφ(X) = τφ◦h(X
′).

さて, 以下に二つ例を挙げる ([Nic, §2.1]や [門上, 1章章末]にもっと計算例がある):

例 7.16. X = S1 × S1のトーラスとする. 0-セルを b, 1-cellを x, yとし, 2-cellを uとする.

u = xyx−1y−1によって１セル接着したＣＷ複体とする. π1(X) = ⟨x, y|xyx−1y−1⟩より, FOX

微分 (定理 5.18)から

∂2 : C2(X̃⊗Z[π1(X)]F) −→ C1(X̃⊗Z[π1(X)]F); ũ 7→ x̃
∂[x, y]

∂x
+ỹ

∂[x, y]

∂y
= x̃(1−φ(y))+ỹ(φ(x)−1)

である. 次に, 定理 5.18から, ∂1(x̃) = φ(x)− 1, ∂1(ỹ) = φ(y)− 1であった. なので, まとめ
ると.

C∗ : 0 −→ C2
(1−φ(y), φ(x)−1)−−−−−−−−−−→ C1

(1−φ(x), 1−φ(y))T−−−−−−−−−−−→ C0 −→ 0

となる. なので det(1− φ(x))と det(1− φ(y)のどちらか一方が０でなければ非輪状になる.

ここで det(1− φ(y) = 0の場合を考える. そこで b2 := u, b1 = x, b0 = ∅ とする. すると

[b2/c2] = 1, [(∂b2)b1/c1] = det

(
1− φ(y) 1

−(1− φ(x)) 0

)
= 1−φ(x), [(∂b1)b0/c0] = det(1−φ(x)).

よって, 非輪状になる際は, トーションの定義より τφ(C∗) = 1である.

演習 7.17. n > 1で, X = (S1)nとして, F = Q(H1(X)) = Q(t1, . . . , tn)としたとき, その
トーションが 1であることを示せ.

結び目の補空間に対し, 次の様に計算できる.

定理 7.18. Xを結び目の補空間S3 \Kとする (H = Zとしαはアーベル化とする). この時,

MilnorトーションはAlexander多項式に一致する: τα(X) = ∆K(t)/(1− t)

Proof. 定理 6.17にあった X̃の複体を思い起こそう.

このホモロジーは t− 1倍や∆K(t)倍で消えるのだったから, (普遍係数定理より)商体の係
数ではH∗(X̃;Q(H))は 0になる. 特に非輪状である. ここで切断は補題 7.8の様に, とれる.

なので, トーションは τα(X) = det(tV −T T )/(1− t)となる. よって, ∆K(t)の定義より, 定
理が証明された.

また他方で, Mayer-Vietoris系列から示されるGluing公式というのがある.

定理 7.19. Y,X1, X2 ⊂ Xを部分複体で

X = X1 ∪X2 であって X1 ∩X2 = Y であるとする.

また φ : Q(H1(X))→ Fに対して, 次の誘導射を考える:

j : Q(H1(Y ))→ Q(H1(X)), jk : Q(H1(Xk)) −→ Q(H1(X))
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その誘導射による複体C∗(X̃)⊗ Fq, C∗(X̃k)⊗ Fq, C∗(Ỹ )⊗ Fqが全て非輪状とする 17. この時

τφ(X) · τφ◦j(Y ) = τφ◦j1(X1) · τφ◦j2(X2) up to ± φ(π1(X)).

演習 7.20. 命題 7.10を用いて, この証明を厳密に書きくだして下さい.

例 7.21. X = S1 × S2とし, 二つの solid torusT1, T2に分ける.

H1(Ti) ∼= ⟨ti⟩ ∼= Z, T1 ∩ T2 = ∂T1 = ∂T2 ∼= S1 × S1

が成立する. T1 ∩ T2 ↪→ T1, T1 ∩ T2 ↪→ T2を介して, t = t1 = t2の関係式が入る.

τ(S1 × S2) = (t1 − 1)−1(t2 − 1)−11 = (t− 1)−2.

例 7.22. X = S1 × Snを考えよう. Gluing公式を用いて, n > 1の帰納法で, 次が示せる.

τ(S1 × Sn) =

(t− 1)−2 (nが偶数)

1 (nが奇数)
.

閑話：発展的な話 Reidemeisterトーションは, 体 F上でなく, 環上でも定義できるが少し複
雑になる. またトーションは相対版 (空間の組)で考えた方が, 応用上便利である.

また, Reidemeisterトーションは Spinc構造つきで考える事が良い事が多い. 実際, トーショ
ンの一意性を示す公理系が存在する ([Nic, §3.7]参照). 色々なものがそのトーションに等し
い事を示す時に非常に役立つ.

7.4 CW複体のMilnorトーション

Xを連結なコンパクトCW複体とする. CW複体を知らなければ, 単体複体としてよい (実
際,或る単体複体にホモトピー同値である). また自由アーベル群Hへの準同型 α : π1(X)→ H

を固定する. Q[H]をHの群 (可換)環とし, Q(H)を商体とする.

αによる局所系の複体を考える.

C∗ : 0 −→ Cm(X)⊗Z[π1(X)]Q(H) −→ Cm−1(X)⊗Z[π1(X)]Q(H)→ · · · → C1(X)⊗Z[π1(X)]Q(H) −→ C0(X)⊗Z[π1(X)]Q(H)→ 0.

定義 7.23. もしこの複体が非輪状でない時, Milnorトーションを０と定義する. もし非輪状
である時, Milnorトーションを次に値をもつものと定義する.

τ(C∗) ∈ Q[H]/±H

もっと, Alexander多項式との関連を述べる. Alexander関数とは,もしTorHi(X;Q(H)) ̸=
0となる iがあった時, ０と定義し, もしそうでないときは次で定義する.

Aα(X) :=
∏
i=0

ordH2i−1(X;Q(H))

ordH2i(X;Q(H))
∈ Q(H).

定理 7.24. Aα(X) = τα(X) ∈ Q(H)/±H.

この証明は次の一般的な補題を示せばよい：

17Tureav の refied torsion を用いれば, この仮定は不要である.
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補題 7.25. Rをネター整域とし, その商体Kが標数０とする. そして複体

C : 0→ Cm → Cm−1 → · · · → C1 → C0 → 0

が自由R加群で, 次を仮定する:

rankKH∗(C) = 0 つまり, Tor
(
H∗(C)

)
= H∗(C).

Cの基底 [c]をどうとっても次が言える.

∃ζ ∈ R, τα(C, c) = ζ
m∏
j=0

ord
(
Hj(C)

)(−1)j+1

Proof. 演習とする. [Mil4, Tu1, Nic]に純代数的な証明が書いてある.

その系として, Milnorトーションは, 同相類より弱く, ホモトピー同値の不変量になって
いる.

系 7.26. XとX ′がホモトピー同値であるとし, 二つのαは同じとする. この時, Milnorトー
ションは一致する: τα(X) = τα(X

′)

注意 7.27. 一般に, “Whitehead群”というものが消えている時, Reidemeisterトーションは、
ホモトピー同値で不変な事が知られる ([Tu1, §2 ]参照). ここでWhitehead群Wh1(Z[G])は
群Gに対し定義される. 以下, 事実を並べよう; もしGがアーベル捩れ部分群を持つと, その
Whitehead群は消えない. しかしG = Hの時は消える事が (Bass, Heller, Swan)により示さ
れている. なお結び目の基本群もWh1(Z[G]) = 0である. 一般に, ねじれ部分群のない群G

に対し, Wh1(Z[G]) = 0と予想されているが今でも未解決.

なお (ミルナーによる)当定理の証明は初等的な代数でも示されている ([Tu1, 定理 4.7と
11.4]を見よ).

7.5 レンズ空間への応用.

レンズ空間の分類定理を述べる.

定理 7.28. L(p, q)と L(p, q′)をレンズ空間とする.

1. この二つがホモトピー同値である必要十分条件は

∃ℓ ∈ (Z/m)×, ℓ2q = q′ (mod p).

2. この二つが同相である必要十分条件は

q = q′ (mod p).

この小節では, 同相部分に関して, 証明を紹介する. Hatcherの 3次元多様体の講義録 []に,

不変量を用いず (Seifert構造を見て)証明しているが, かなりテクニカルである. ここでは (2)

の十分条件をライデマイスタートーションを用いて示す. まずその計算を実行してみよう：
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例 7.29 (レンズ空間). (p, q) = 1となる整数 p, qを固定する. レンズ空間L(p, q)を定義する.

まず球面を
S3 := {(z, w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1 }

と設定して, そこに生成元 ζ ∈ Z/pに対して,

(z, w) ⋄p,q ζ = (e
√
−1/2pπz, e

√
−1q/2pπw)

と定め, 自由な作用 Z/p ↷ S3を定める. レンズ空間 L(p, q)はその商空間 S3/Zpで定める.

これは向き付き 3次元閉多様体である.

L（p, q）の普遍被覆は定義より S3なので, π1(L(p, q)) = Z/pである. 特に, アーベル化とポ
アンカレ双対より, H1とH2も Z/pである.

また設定として, Fを巡回拡大体Q(ζ)とし, φを自然な埋込Z[Z/p] = Z[ζ] ↪→ Q(ζ)とする.

t := φ(ζ)とおこう.

さて, このReidemeisterトーションを計算するうえで, S3のＣＷ複体から構造を見てみよ
う. 次を定める:

E0
j := {(ej

√
−1/2pπ, 0) ∈ S3}

E1
j :=

{
(e

√
−1θ, 0) ∈ S3 | 2πj

p
≤ θ ≤ 2π(j + 1)

p

}
E2
j :=

{
(z1, se

j
√
−1/2pπ) ∈ C2 | s ∈ R,

√
|z1|2 + s2 = 1

}
E3
j :=

{
(z1, z2) ∈ S3 | 2πj

p
≤ argz2 ≤

2π(j + 1)

p

}
.

これは Z/pの作用で同変である. また Ek
j は k-ballになる事も確かめられ, CW構造を与え

る. ckj := Int(Ek
j )として, セル複体の基底と思おう. すると (セルに向きを入れて)定義から

境界準同型は以下となる:

∂c2j =

p−1∑
i=0

c1i , ∂c1j = c0j+1 − c0j , ∂c3j = c2j+1 − c2j .

ここで, Ek
j の定義から, 次に気づこう

ζ · Ek
j = Ek

j+1, k ∈ {0, 1} ζ · Ek
j = Ek

j+q, k ∈ {2, 3}.

よって, 境界準同型は次のように整理される:

∂c2j = (

p−1∑
i=0

ζ i)c1n, ∂c1j = (ζ − 1)c0j , ∂c3j = (ζr − 1)c2j ,

ここで rq ≡ 1 mod pZで rを定めた. 以上をまとめると, 複体は次となる.

0 −→ Q(ζ)
1−ζa−−−→ Q(ζ)

1+ζ+···ζp−1

−−−−−−−−→　Q(ζ)
1−ζ−−−→ Q(ζ) −→ 0.

ここで ζp − 1より, 真ん中の矢印は 0である. また他の矢印は同型である. だから, 複体 Cφ
∗

は非輪状である. よって補題 7.7を用いれば,

τφ(L(p, q)) = (1− t)−1(1− tr)−1.

ここでH1(L(p, q)) ∼= Z/pの生成元を sq = tとなる様に取り換えると, 次の結論を得る:

τφ(L(p, q)) = (1− sq)−1(1− s)−1.
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そこで二つ同相な L(p, q)と L(p, q′)が与えられたとする. いま, φ : π1(L(p, q))→ Q(ζ) と
φ′ : π1(L(p, q

′))→ Q(ζ)が同値だとすると, トーションの結果から次を得る:

∃u, k ∈ Z, tu(1− tr)(1− t) = (1− tkr′)(1− t)

を得る. uが厄介だが, 両辺の絶対値を取る事で次の様に消える:

(1− t−r)(1− t−1)(1− tr)(1− t) = (1− tkr′)(1− tk)(1− t−kr′)(1− t−k).

主張 集合として, 等式 {1,−1, r,−r} = {k,−k, kr′,−kr′}が成立する.

この主張は簡単そうに見えるが, 次の数論的結果を用いないといけない.

補題 7.30 (Franzの補題). S := {j ∈ Z/pZ | (j, p) = 1 }. さらに Zの部分集合 {sj}j∈S ⊂ Z
が次を満たすとする:

(1)
∑

j∈S aj = 0であって, aj = a−j.

(2) どの単位 p乗根 ζ ̸= 1に対して,
∏

j∈S(ζ
j − 1)aj = 1が成立する.

この時, j ∈ Sに対して aj = 0である.

注意 7.31. ディレクレ級数と, L関数の性質を用いれば, 証明できるがトポロジストにとっ
て難しい (門上氏の概論 [門上]を参照のこと). という訳で, たいがいの文献の様に省略する.

(主張の証明) j ∈ Sに対して, m(j) := #{s ∈ {1,−1, r,−r} | s = j}として, m′(j) := #{s ∈
{1,−1, kr,−kr} | s = j}とする. a(j)を差m(j)−m′(j)と置けば, 補題の条件を満たす. よっ
て 0 = a(j)つまりm(j) = m′(j)となって主張が示せた. □

(2)の十分条件の証明. 主張を用いて議論を進めよう. r, r′, kの取り方は 8通りあるので, 矛
盾の起きないものを洗い出せばよい.

その為に, 多項式 P (T ) ∈ C[T ]/(T p − 1)を次のように取る:

P (T ) = T u(T − 1)(T r − 1)− (T k − 1)(T kr − 1) ∈ C[T ]/(T p − 1).

例えば, k = 1かつ kr′ = −tの場合を考えよう. すると,

T u+r(T − 1)(T r − 1) = −(T k − 1)(T r − 1) ∈ C[T ]/(T p − 1). (6)

なのだが, ここで注意すべき等式

(ζ − 1)
1

p
(1 + 2ζ + · · ·+ pζp−1) = 1− (

p−1∑
i=0

ζ i/p)

に注意すれば, (6)は

(T u+r + 1)(1− (

p−1∑
i=0

ζ i/p) = 0

となるが, これはあり得ない. よって k = 1かつ kr′ = −tの場合は矛盾する.

演習 7.32. r = ±r′を示せ. つまり他の場合では矛盾する事を示せ.

この演習を示せば q = ±q′となる事が解り, 証明が了わる.

ちなみに, (1)の証明も述べておこう.
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(1)の証明. 十分性は, 次の節の例 8.7の不変量から即座に示される.

なので必要性を示そう. q ̸= ±ℓ2q modpと仮定しよう.

用語を準備する. (p, ki) = 1となる k1, k2 ∈ Zに対して, 連続写像 fk1,k2 : S
3 → S3を

fk1,k2(z1, z2) = (|z1|1−k1zk11 , |z2|1−k2zk22 )

と定める. すると, fkは次数 k1k2であって, 同変性も示される:

fk1,k2(ζ ⋄r,x (z1, z2)) = ζ ⋄k1r,k2x (z1, z2).

この写像は [fk1,k2 ] : S
3/⋄r,s → S3/⋄k1r,k2s を誘導する. p ∈ S3と, pを中心とする小球Bで,

∀k < pに対し ζk ⋄r,s B ∩B = ∅となるものを取る. そこで

U := ∪p−1
k=0ζ

k ⋄r,s B.

...... (Under construction)

8 双線形形式の不変量.

この節では, Alexander多項式よりさらに精密化した不変量、Blanchfieldペアリングを紹
介する.

8.1 代数的準備：双線形型式.

本節では, Rを可換環とし,¯: R→ Rを対合 (involution)とする 18.

M を有限生成R射影加群として固定する.

定義 8.1. • Z-双線形写像 ψ :M ×M → Rが対合的であるとは, 次を満たす時をいう.

∀a, b ∈ R, m, n ∈M, ψ(am, bn) = abψ(m,n).

• 対合的双線形写像 ψ : M ′ ×M ′ → Rが与えられ, ψと ψ′が同値であるとは, あるR-同型
f :M →M ′があって, ψ(a, b) = ψ′(f(a), f(b))を満たすことをいう.

• ψが対称的 (Hermitian)であるとは, ψ(a, b) = ψ(b, a)を満たすことを言う.

例 8.2. Mが自由加群Rnで基底を a1, . . . , anを取る. すると bij := ψ(ai, aj)として, n×n行
列B = {bij}i,j≤nが考えられる. もう一つ n× n行列B′ = {ψ′(ai, aj)}i,j≤nも考えよう. この
時, ψと ψ′が同値であるとは, 次と同値である:

ある正則な行列Oがあって, O
T
BO = B′.

例 8.3. R = M = Z/mとし,¯= idRとする. あるA ∈ Z/mがあって, ψ(x, y) = Axyと書
ける. 他方でψ′(x, y) = A′xyが書けたとする. この時, ψとψ′が同値である必要十分条件は,

∃ℓ ∈ (Z/m)×, A = ℓ2A′である.

18つまり, ¯̄a = a であり,¯は加群同型とする. ¯= idR でもよい.
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双線形形式の研究は, この同値類を分類したり、量を取り出す事である. 19. しかし, 非常
に難しいし, わかったとしても証明は長くない. ここでは知られている事をリストアップし
ておこう：

定理 8.4 (Sylvesterの慣性則). Rを次数体Rとし,¯= idRとする. この時, 任意の対称 ψに
対して, あるm,nが一意にあって, 次の対角行列で表される双線形型式と同値である.

diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n 個

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
m 個

, 0, . . . , 0)

• R = Zのとき, indefinite20な対称形式ψは, タイプと, 符号数で分類される (Serreの分類定
理).

• M が有限アーベル群で, R = Z/mの形のとき, 対称形式 ψは分類されている.

• Rが数体 (Qの有限次拡大体)とする時, 対称形式ψは分類されている (東大セミナリーノー
ト []参照).

• Rが体とし, 同型射 t : R → Rがあって ψ(ta, tb) = ψ(a, b)を満たすものがあるとき, 組
(ψ, t)を isometryという. 体上の対称的な isometryはMilnor[]により分類されている.

8.2 Linking型式.

M を n次元向き付き閉多様体とする.

まず準備として, 交叉形式を復習しよう. ポアンカレ双対P.D.: Hk(N ;Z) ∼= Hn−k(N ;Z)と
する. この時, 交叉形式とは次の双線形型式で定義された

⟨•, •⟩ : Hk(N ;Z)×Hn−k(N ;Z) −→ Z, (p, q) 7→ P.D.−1(P.D.(p)⌣ P.D.(q)).

これは次の様な幾何的意味がある. つまり pを k-cycleとし qを (n− k)-cycleとし, それが二
つに横断的に交わっていたとすると, 交叉形式はその交点数の和と一致する.

次に, アーベル群 P に対して, 捩れ部分群を次の様に書こう：

TP := {p ∈ P | ∃a ∈ Z ap = 0}.

すると交叉形式とは, ホモロジーの捩れ部分からQ/Zに値を持つ双線形型式

LN : THℓ(N ;Z)× THn−ℓ−1(N ;Z) −→ Q/Z

として定義される (次数に注意). その定義は以下の様：[x] ∈ THℓ(N ;Z)と [y] ∈ THn−ℓ−1(N ;Z)
を代表するようなサイクル x ∈ Cℓ(N ;Z)と y ∈ Cn−ℓ−1(N,Z)に対して, w ∈ Cn−ℓ(N ;Z)を
∃s ∈ Zで ∂w = syとなるものを取る.

LN(x, y) := ⟨x,w⟩/s ∈ Q/Z.

定義から気づきたい事に, もしN とN ′がホモトピー同値のとき, LN は一致する.

19ついでながら, 歪対称的な場合を言及すると, [?, 定理??]にある通り, シンプレクティック型式ですぐ分類されやすい. その為, 多くの
場合, 対称的な場合を考える.

20ψ を ⊗R した後, Sylvester の慣性則により, 正の固有値が全て
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命題 8.5. この定義が, x, y, w, sの取り方によらない. さらに双線形であり, 非退化である.

Proof. まずwelldefinedと双線形を示す. 単完全系列

0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

のボクシュタイン作用素を考えよう: B : Hk+1(N ;Q/Z) → Hk(N ;Z). その B の像は,

Hk(N ;Z)→ Hk(M ;Q)の核に等しい. つまり, THk(N ;Z)に一致し, さらに定義より

LN(x, y) = B−1(x) • y,

となる. ここで • : Hk+1(N ;Q/Z)⊗Hk(N ;Z)→ Q/Zは交叉形式とする. したがって, xのB

による代表元 u, u′に対して, (u−u′)• y = 0を示せばよい. しかし, 　 u−u′が v ∈ H2(N ;Q)

からとする v • y = 0 (∵ y ∈ Hk(N ;Q)の像は自明)という事実に気づけばよい.

次に非退化性を示そう。次の可換図式に気づこう：

Hk+1(N ;Q/Z)
Poincaré 双対 //

B

��

Hn−k−1(N ;Q/Z) evaluation // Hom(Hn−k−1(N),Q/Z)

制限

��
TorHk(N ;Z) λ̂ // Hom(TorHn−k−1(N ;Q/Z)

ここで λ̂は x 7→ LN(x,−)という随伴写像とする. ここで λ̂は全射なので, よって, 全単射で
ある. よって, この同型性から, 非退化を意味する.

演習 8.6. 対称性 LN(y, x)(−1)n(n−k)LN(x, y)が知られている. それを示せ.

1つ計算例を出した後に, 色々な知られている性質を見ていこう:

例 8.7. L(p, q)を 3次元レンズ空間とする. TH1(L(p, q);Z) = H1(L(p, q);Z) = Z/pを思い
起こし, その生成元を θとする. するとリンキング型式は次となる.

LN(θ, θ) = −q/p.

Proof. S1 =
{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}
, D2 =

{
z ∈ C

∣∣ |z| ≤ 1
}
とし, 整数 p, q, r, sが pr − qs = 1を満

たすとする. 次の同相写像を考える.

f : S1 × S1 −→ S1 × S1, (z, w) 7−→ (zqwp, zswr).

加えて, U1 := D2 × S1, U2 := S1 ×D2とする. 境界 ∂Uiを S1 × S1とみなし, 同値関係

x1 ∼ x2
def⇐⇒ x2 = f(x1) xi ∈ ∂Ui.

を考える. すると, この商空間U1⊔U2/ ∼はレンズ空間L(p, q)と同相である (演習とする 21).

H1(U1) ∼= ZとH1(U2) ∼= Zの生成元を夫々µとKとおく. 次の完全列に気づく:

0 −→ Zµ p−→ H1(U1) −→ H1(L(p, q)) −→ 0.

他方で, レンズ空間内で見た類 [K] ∈ H1(L(p, q))をとると, pKは U1 = D2 × S1の 2-core(な
いしザイフェルト膜に)張られる (例えばMayer-Vietoris完全列を見よ). 特に, 次を得る：

lk([K], [µ]) = 1/p.
21Dehn 手術を知っている人向け：レンズ空間は (p/q)-手術したものと見做せる
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ここで気づきたい事に, [µ]が H1(L(p, q)) ∼= Z/pの生成元なので, ある x ∈ Z/pがあり,

[K] = x[µ]と書ける. xを調べよう. まず f の誘導射 f∗ : H∗(∂U1)→ H∗(∂U1) ∼= Z⟨µ, λ⟩の行
列表示は,

(
p r
q s

)
に気づこう. 特に, この行列表示から次の対応が見れる:

µ 7→ pµ+ qλ, K 7−→ rµ+ sλ ∈ H1(∂U1).

λ ∈ H1(U1)はゼロなので, [K] = s[µ]である. s = −q−1 mod pZより, 次の式が得られ, それ
に q倍する事で, 結論を得る:

LN(−q−1µ, µ) = 1/p.

注意 8.8. 単連結でH2(M ;Z) = TH2(M ;Z)となる 5次元多様体に対して, リンキング型式
で全てが分類されている事が知られている.

有限アーベル群T に対し, 非退化な双線形型式 b : T ×T → Q/Zを考える. b(x, y) = b(y, x)

のとき対称といい, b(x, y) = −b(y, x)のとき歪対称という. 対称の場合 [Wall]も, 歪対称の場
合 [Kawauchi-Kojima]も完全に bが分類されている.

3次元多様体の場合, ヒーガード図式からリンキング型式を決定する方法がある [].

またライデマイスタートーションから, リンキング型式が (ほぼ)書ける事が知られている：

定理 8.9 ([]Tur). M が閉 3次元多様体とし, ベッチ数が β1(M) = 0とする. また有限アーベ
ル群H := H1(M ;Z)とする. この時, 次が成立する:

∀g, g′ ∈ H, τ(M) · (g − 1)(g′ − 1) = −λM(g, g′) · · ·ΣH ∈ Q[H]/Z[H],

ここで右辺のΣH は
∑

h∈H hと定義される.

8.3 Blanchfield型式.

Blanchfield型式 [?]について、急ぎ足で紹介する. 良い文献として [Hil, Kaw, ?, ?]など
ある.

Xを連結で有向コンパクト多様体とし (境界はあっても良い), 全射準同型 π1(X)→ Γを固
定する. ここでΓは自由アーベル群とする. そして X̃をそれに付随するアーベル被覆とする.

また Z[Γ]を Γの群環とし, Q(Γ)をその商体とする. また, X̃ のセル複体はX の {tn}n∈Zコ
ピーと思え, Hk(X̃;Z)は局所系ホモロジー群Hk(X;Z[Γ])と同一視できる (いわば, Shapiro

の補題の特殊版である).

すると, Blanchfield型式とは, X̃のホモロジー (Z[Γ]加群)上の双線形型式である:

Bl : TorZ[Γ](Hℓ(X̃;Z))× TorZ[Γ](Hn−ℓ−1(X̃, ∂X̃;Z)) −→ Q(Γ)/Z[Γ].

その定義は以下の様. 二つのホモロジー類

[x] ∈ TorZ[Γ](Hℓ(X̃;Z)) ∼= TorZ[Γ](Hℓ(X;Z[Γ]))

[y] ∈ TorZ[Γ](Hn−ℓ−1(X̃, ∂X̃;Z)) ∼= TorZ[Γ](Hn−ℓ−1(X, ∂X;Z[Γ]))

が, x ∈ Cℓ(X;Z[Γ]), y ∈ y ∈ Cn−ℓ−1(X, ∂X;Z[Γ])で代表されたとする. この時, 或る
∆ ∈ Z[Γ]とw ∈ Cn−ℓ(X, ∂X;Z[Γ])があって, ∆y = ∂wと取れる.

Bl([x], [y]) =
∑
g∈Γ

⟨x · g, w⟩/∆ ∈ Q(Γ)/Z[Γ].
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ここで ⟨−,−⟩は X̃内の交叉形式で, ·gは被覆変換で

演習 8.10. この定義がwell-definedである事を示せ (x, y,∆の取り方によらない).

演習 8.11. このBlanchfieldペアリングが非退化である事を示せ (証明は, [, 定理D.3]に書い
てある. )

演習 8.12. 対称性Bl(y, x) = (−1)n(n−ℓ)+1Bl(x, y)が知られている. それを示せ.(証明は, [,

補題D.1]参照. )

例 8.13 (結び目の場合). ここでは, 結び目K : S2k−1 ↪→ S2k+1に関しX = S2k+1 \ ImKと
おき, f をアーベル化 π1(X)→ Z =: Γとした場合を考察する.

するとMayer-Vietoris系列よりH∗(X;Z) ∼= H∗(S
1;Z)がすぐ解るため, Wang完全列から,

Hk(X̃;Z)は捩れZ[t±1]-加群だとわかる. その annihilateする最小多項式を∆K ∈ Z[t±1]とか
き, (Z[t±1]版) Alexander 多項式と呼ぼう (但し∆Kは±t±n倍の取り方の差がある). する
と, 局所系の短完全列

0 −→ Z[t±1]
∆K -倍−−−−−→ Z[t±1] −→ Z[t±1]/∆K −→ 0

が誘導する境界準同型 δ∗は, 同型Hk+1(X;Z[t±1]/∆K) ∼= Hk(X;Z[t±1])を与える. そこで,

次の同型射たちの合成をえる:

Hk(X;Z[t±1])
δ−1
∗−→ Hk+1(X;Z[t±1]/∆K)

Poincaré duality−−−−−−−−−→ Hk(X, ∂X;Z[t±1]/∆K)→

−→ Hk(X;Z[t±1]/∆K) −→ Hom(Hk(X;Z[t±1]), Z[t±1]/∆K).

最後の写像は (Ext0 ∼= 0と)普遍係数定理により得られる同型射であり, ３番目のは, 自然な
写像 (X, ∅) → (X, ∂X)の引き戻しである. すると, (古典的) Blanchfieldペアリングとは,

この合成写像に随伴する双線形型式として定義される:

BlK : Hk(X∞;Z)⊗2 = Hk(X;Z[t±1])⊗2 −→ Z[t±1]/∆K .

双線形型式 BlK は定義から非特異 (non-singular)であり, Hermitianである. 特に, 対称性
∆K = ∆K がわかる.

このBlK は半世紀ほど前によく研究され, 高次元結び目では強力な不変量であることが示
されている (詳細は [Hil, ?]を参照). 有名な結果例を列挙する.

• BlKは, 被覆空間X∞の交叉形式によって定義できる. 特に, “Seifert行列”という或るZ
上交差形式が解った場合, BlK は行列表示可能である ([Hil, ?]等参照).

• 量子不変量が現れる前史では,結び目の鏡像性や可逆性の判定などに強力な手法であった.

• k ≥ 2に対し, 次元 2k − 1 ≥ 3のふたつの結び目 K1 と K2 が単純とする (つまり,

π2(X) ∼= · · · ∼= πk−1(X) ∼= 0). このとき, K1とK2がイソトピーで移りあう事と, BlK1

とBlK2とが同型である事は同値である [?].

• k ≥ 2に対し,結び目のコボルディズム群が“相対Witt群”22に同型で,
⊕∞ Z⊕(

⊕∞ Z/2)⊕
(
⊕∞ Z/4) とも同型である. これは Blanchfieldペアリングらで生成される ([?]など参
照).

22Witt 群とは, おおよそ, 有限生成射影加群上の２次形式全体の Grothendieck 群で定義される. この相対版もある.
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9 付録：基本群、CW複体、被覆空間の復習.

授業で復習するが、ここでは省略。など参照。

定義 9.1 (CW複体). まず次の二つの記号を固定する:

Dn = {x ∈ Rn | |x|2 ≤ 1}, ∂Dn = {x ∈ Rn | |x|2 = 1} = Sn−1.

位相空間XがCW -複体とは, 空間の部分列

∅ = X−1 ⊂ X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ X = ∪n≥0X
n

で (ここで最後の等式は, 弱位相がXと同相を意味する) 次を満たす時を言う.

1. X0は点の集合で, 離散位相となる.

2. 空間Xn（n-skeleton と呼ばれる）が定義されたと仮定する。添字集合を Inがあって,

各 α ∈ Inに対して胞体の接着写像

φα : ∂Dn = Sn−1 → Xn

が与えられ, Xn+1は次の様にかける:

Xn+1 = Xn ∪⊔
α∈In

φα

⊔
α∈In

Dn = Xn ⊔
⊔
α∈In

Dn/(∂Dn ∋ x ∼ φα(x)).

例えば, 多様体はCW腹体である. 空間にCW-複体構造が入っていると, (胞体)ホモロジー
群が計算しやすいので, 大事である. 他にもCW複体だと良い性質が多い.

Xを位相空間として、一点 x ∈ Xを固定する.

π1(X) := {(S1, ∗)→ (X, x) | 連続かつ f(∗) = x }/(rel. ホモトピー)

もしX が弧状連結な時、基点の取り方によらないことがよく知られている。ここには自然
な群構造が入る（単位元は一点写像）。π1(X)を基本群という.

有限表示群G = ⟨g1, . . . , gn | r1, . . . , rm ⟩に対して次の様な連結なCW複体Xs.t. π1(X) ∼= G

が作れる. まず一点 x0 を固定して, X1 を S1 の n個ブーケ S1 ∨ · · · ∨ S1 とする. 次に,

ri = gϵ1i1 · · · g
ϵk
ik
に対して, 正 k多角形 |a0 · · · ak|を持ってきて, 辺 |aj−1aj|を j番目の S1と同

一視する (但し, ϵj = 1のとき向きに合わせ, ϵj = −1のとき向きを逆に合わせ, 貼りつける).

この出来上がった空間をXと置くと, CW複体である. さらに, ファンカンペンの定理から,

π1(X) ∼= Gとなる.

逆に, X をコンパクト連結な CW複体とする. まずホモトピー同値を除けば, X の 0スケ
ルトンは一点として良い. すると, Xの１スケルトンは, S1の n個ブーケ S1 ∨ · · · ∨ S1で掛
ける. また, 任意の 2-cellに対して, ある正 k多角形 |a0 · · · ak|にホモトピー同値で, 各辺が各
1-cellに一致するようにできる. すると上記と同じ議論をすれば, π1(X) ∼= Gとなるようにで
きる.

次に被覆空間について復習する: ざっと単語だけ羅列しておく:

定義 9.2 (被覆空間など). • 連結位相空間CからXへの連続全射 p : C → Xが被覆写像
であるとは、すべての点 x ∈ Xに対し xの開近傍Uが存在し、逆像 p−1(U)が共通部分
をもたないCの開集合の和集合で表され、各開集合が pの制限写像により U と同相で
あることをいう. このときCを被覆空間という。
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• Deck変換とは同相写像 g : C → Cで p ◦ g = pを満たすものをいう. Deck変換で生成
される群を, 被覆変換群という.

• 被覆 pが正則 (regular)であるとは, p∗ : π1(C) → π1(X)の像が, π1(X)の正規部分群
である時を言う. これは同値な事に, 任意の x ∈ Xに対し, 被覆変換群の p−1(x)への作
用が推移的なことである.

• 普遍被覆とは π1(X̃) = 1となる空間 X̃から被覆写像 p : X̃ → Xをいう.

次は基本である.

命題 9.3. Xを連結なCW複体とする. π1(X)の任意の部分群Hに対し, ある被覆 p : Y → X

が存在し, p∗(π1(Y )) = Hである.

X上の被覆空間の同型類は, π1(X)の部分群の共役類の集合に, 1対 1対応である.

命題 9.4. Xを連結なCW複体とする. この時, 普遍被覆空間 X̃が存在する. また他の普遍
被覆空間 X̃ ′があった時, 同相写像 h : X̃ → X̃ ′があり, p′ ◦ h = pとなる.

また, 正則な被覆写像 p : C → Xの被覆変換群は π1(X)/p∗(π1(C))である. とくに, C = X̃

のとき, G = π1(X) である.
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[OS] Peter S. Ozsváth and Zoltán Szabó, Holomorphic disks and genus bounds, Geom. Topol. 8 (2004), 311–334,

[OSJS] 大城佳奈子, 清水理佳, 張娟姫, 鈴木咲衣, Alexander 多項式について, 第４回琵琶湖若手数学者勉強会Ｂ班の報告
書. ネット上で入手可
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